DINAMICA
DE LA ROTACION

En el capitulo 11 hemos considerado la cinemdtica de la rotacion y sefialdbamos que no
contenia nuevas caracteristicas bdsicas distintivas, estando relacionados los pardmetros ¢, o,
y a de la rotacién con los correspondientes pardmetros x, v, y a de la traslacion para las
particulas que forinan el sistema en rotacion. En este capitulo, siguiendo el patrén de nuestro
estudio del movimiento de traslacion, consideramos las causas de la rotacion, un tema que se
conoce conto dinamica de la rotacion. Los sistemas en rotacion estdn formados de particulas,
y ya hemos aprendido como aplicar las leyes de la mecdnica cldsica al movimiento de las
particulas. Por esta razon la dindmica de la rotacion, como la cinemdtica, no deberia contener
caracteristicas distintivas que sean fundamentalmente nuevas. Sin embargo, al igual que en
capitulo 11, es muy iitil volver a escribir los conceptos del movimiento de traslacion en una
forma nueva, especialmente elegida por su conveniencia para describir a los sistenas en

rotacion.

AMICA DELA ROTACION‘ ~

UN; VISION GENERAL .

En el capitulo 5 planteabamos el problema fundamental
de la dindmica: cuando se aplican fuerzas externas a un
cuerpo de masa m, ;jcual es el movimiento resultante?
Explicabamos entonces cémo puede hallarse la solucién
a este problema usando la segunda ley de Newton, que
enuncidbamos como sigue:

fuerza = masa X aceleracion.

En el presente capitulo buscamos una relacion dinamica
que nos permita analizar el problema similar en la dina-
mica de la rotacidn: cuando una fuerza se aplica en cierto
punto a un cuerpo rigido que puede girar libremente
alrededor de un eje determinado, ;jcual es el movimiento
resultante? El lugar donde se aplica la fuerza debe tener
importancia, ya que de la experiencia sabemos que una
fuerza dada aplicada a un cuerpo en un lugar puede
producir una rotacién diferente a la producida si la fuerza
se aplica en otro lugar. La cantidad en la dindmica de
la rotacion que toma en cuenta tanto la magnitud de la
fuerza como el lugar de aplicacion de la fuerza y su

direccion se llama forca; nuestro concepto de torca puede
ser comparado por analogia con el de torsion o torcedura,
de la misma manera que consideramos a la fuerza como
un empujon o jalon.

También sabemos por la experiencia que el esfuerzo
necesario para poner a un cuerpo en rotacion depende
de como esté distribuida la masa del cuerpo; es mas facil
para una fuerza dada hacer girar a un cuerpo cuya masa
esté cercana al eje de rotacion que a otro cuya masa esté
alejada de este eje. La cantidad inercial que tiene en
cuenta la distribucion de la masa de un cuerpo se llama
inercia de la rotacion.* Al contrario de la masa, la inercia
de la rotacion no es una propiedad intrinseca de un cuerpo,
sino que ésta depende del eje de rotacion alrededor del
cual el cuerpo gira.

Dadas las analogias entre las cantidades de la trasla-
cion (fuerza y masa) y las cantidades de la rotacion (torca
e inercia de la rotacidn), nos conduce a suponer un analo-
go para la rotacion de la segunda ley de Newton en
la forma

torca = inercia de ]a rotacion x aceleracién angular.

* Conocida también como el momento de inercia.
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Este es, de hecho, el resultado correcto, como lo demos-
traremos en la seccion 12-5.

Al igual que la fuerza y la aceleracidn, la torca y la
aceleracion angular son cantidades vectoriales. Sin em-
bargo, en este capitulo consideraremos linicamente casos
en los que el eje de rotacion pueda ser considerado como
fijo en cuanto a direccion. Esta restriccion es similar al
hecho de considerar solamente el movimiento unidimen-
sional en el caso de la dindmica de la traslacion. Si bien
la torca es una cantidad vectorial, como lo demostraremos
en la seccion 12-4, podemos usar la forma escalar de las
ecuaciones dindmicas en las que todas las cantidades
vectoriales se refieren a las componentes a lo largo del eje
de rotacion. (En el capitulo 13 discutiremos situaciones
en las que debemos de considerar la naturaleza vectorial
de las cantidades de la rotacion.)

Existen dos enfoque que pueden adoptarse para derivar
las ecuaciones de la dindmica de la rotacién. En el prime-
ro, se considera a la fuerza que actua sobre cada particula
del cuerpo, y las torcas que actiian sobre cada particula se
suman para hallar la torca total que actia sobre el cuerpo.
Para llevar a cabo este método debemos conocer cémo se
transmiten las fuerzas externas desde sus puntos de apli-
cacion a la ubicacion de cada particula.*

El segundo enfoque, que es el que aqui adoptamos, se
basa en la conservacion de la energia, en particular el
teorema trabajo-energia que hemos estudiado en el capi-
tulo 8,

W=AK.

Para este cdlculo en particular, W representa el trabajo
neto efectuado sobre el objeto por las fuerzas externas que
cambian el movimiento de rotacion, y AK representa el
cambio de la energia cinética de la rotacién, la cual
suponemos, en este caso, que es la Unica forma de energia
que el cuerpo puede tener.

Comenzaremos, en las dos secciones siguientes, con una
exposicion de lo que es la energia cinética de rotacién y la
inercia de larotacion. La exposicidn, después, de la torca nos
llevara a las ecuaciones de la dinamica de la rotacion.

12-2 ENERGIA CINETICA DE
LA ROTACION E INERCIA
DE LA ROTACION

La figura 1 muestra un cuerpo rigido que gira con respecto
a un eje vertical fijo. Consideraremos al cuerpo como un

* Para una exposicion critica de este método, véase “Rotational
Motion and the Law of the Lever”, por Hans C. Ohanian,
American Journal of Physics, febrero de 1991, pag. 182.

Figural Un cuerpo rigido gira en torno a un eje fijo. Cada
patticula del cuerpo tiene la misma velocidad angular w, pero
la velocidad tangencial v varia con la distancia r de la
particula al eje de rotacion. Aqui m, y m, tienen la misma
velocidad angulat w, pero v, >v, porque r, > r,.

conjunto de particulas, y analizaremos la rotacién de
una particula sola como lo hicimos en el capitulo 11. Una
particula de masa m a una distancia r del eje de rotacion
se mueve en un circulo de radio r a una velocidad angular
@ con respecto a este eje y tiene una velocidad lineal
tangencial v = wr. La energia cinética de la particula es,
por lo tanto, tmv? = imr?a’.

La energia cinética total X del cuerpo que gira es la
suma de las energias cinéticas de todas las particulas de
que se compone el cuerpo, que puede expresarse asi:

K=4imriw?* +imyrie’ + - - - =5(2 mir,?)a)z. (1)

Aqui hemos supuesto que el cuerpo es rigido, de modo
que todas las particulas tienen la misma velocidad angu-
lar ; de aqui que el factor comiin @? pueda ser eliminado
de cada término en la suma de la ecuacion 1. La cantidad
Zm;r? es la suma de los productos de la masa de cada
particula por el cuadrado de su distancia perpendicular al
eje de rotacién. Se le llama inercia de rotacion del cuerpo
con respecto al eje de rotacién particular, y se representa
por el simbolo 1.

=3 myr )

Noétese que la inercia de rotacion de un cuerpo depende
del eje en torno al cual esté girando asi como de la manera
en que esté distribuida su masa. La inercia de rotacion
tiene las dimensiones ML? y se expresa usualmente en
kg - m2

Al combinar la ecuaciones 1 y 2 podemos escribir la
energia cinética del cuerpo rigido en rotacién como

K={lo 3
Esta es analoga a la expresion para la energia cinética de

traslacién de un cuerpo, K = tMv?. Ya hemos visto que la
velocidad angular w es anédloga a la velocidad lineal v.
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Figura 2 Para hacer girar un barrote largo en torno al eje
que estd a lo largo de su longitud, como en (a), se requiere
menos esfuerzo que para hacerlo girar alrededor de un

eje perpendicular a su longitud, como en (b). En (a), las
particulas del barrote estan mas cerca del eje de rotacién que
en (b), y por lo tanto el batrote tiene una inercia de rotacion
mas pequeia en (a).

Ahora veremos que la inercia de rotacién I es analoga a
la masa M (que podemos considerar como la inercia de
traslacion).

En la ecuacién 3, como en todas las ecuaciones que
mezclen cantidades angulares con cantidades no angula-
res, la variable angular (w en este caso) debe expresarse
en radidn.

La energia cinética de rotacion dada por la ecuacion 3
no es una nueva clase de energia; es, simplemente, la suma
de las energias cinéticas de traslacién ordinarias de todas
las particulas del cuerpo. Aun cuando todo el cuerpo
pudiera no estar en un movimiento de traslacion, cada una
de sus particulas tiene una velocidad tangencial, y por lo
tanto, cada particula tiene una energia cinética. La direc-
cion instantanea de la velocidad de cada particula cambia
cuando el cuerpo gira, pero la energia cinética depende de
v? y es un escalar, de modo que no tiene una direccién
asociada con ella. Por lo tanto, es bastante propio sumar
las energias cinéticas de todas las particulas del cuerpo
que gira. La energia cinética de rotacion {/w? es simple-
mente una manera conveniente de expresar la energia
cinética total de todas las particulas del cuerpo rigido.

La figura 2 muestra una demostracién simple que usted
puede llevar a cabo para convencerse de que girar un cuerpo
que tenga una inercia de rotacion grande exige un mayor
esfuerzo (aplicado en un punto determinado) que dar la
misma rotacion a un cuerpo de inercia de rotacion pequeiia.
Para hacer girar al barrote en torno a un eje a lo largo de su
longitud (Fig. 2a) se requiere poco esfuerzo, relativamente;
con relacion al eje largo, todas las particulas del barrote
tienen valores de r pequefos, y la inercia de rotacién'es
pequenia. Cuando tratamos de hacer el giro alrededor de un
eje perpendicular al eje largo (Fig. 2b), esto no sucede asi.
La masa no ha cambiado, por supuesto, pero una mayor
cantidad de masa se halla situada lejos de este eje; de la
ecuacion 2, la cual indica que la masa contribuye a I como
el cuadrado de su distancia al eje, esta masa distante aporta
una contribucién mucho mayor a I que la masa que estd cerca

del eje. Es facil comprobar que girar el barrote en torno a
este eje requiere un esfuerzo mayor.

Problema muestral Tres particulas de masas m, (2.3 kg), m,
(3.2 kg), y m, (1.5 kg) estan en los vértices de un triangulo
rectangulo de relacién 3-4-5, como se muestra en la figura 3.
(a) Halle la inercia de rotacién en torno a los ejes perpendicu-
lares al plano xy y que pasan a través de cada una de las tres
particulas. (b) Halle la inercia de rotacion en torno a un eje
perpendicular al plano xy y que pasa por el centro de masa.

Solucion (a) Consideremos primero el eje que pasa por m,.
Paralas masas puntuales, m, estd sobre el eje, demodoquer, = 0
y m, no contribuye a la inercia de rotacion. Las distancias
desde este ejea m, y m,sonr,=3.0m y r, = 4.0 m. La inercia
de rotacion en torno al eje que pasa por m, es, entonces,

I, =3 mr}=(2.3 kg)(0 m)* + (3.2 kg)(3.0 m)?
+ (1.5 kg)(4.0 m)?
=52.8 kg-m>2.
De manera similar, para el eje que pasa por m,, tenemos
L= mr}=(2.3kg)(3.0 m)>+ (3.2 kg)(0 m)?
+ (1.5 kgX5.0 m)?
= 58.2 kg-m?
Para el eje que pasa por m,,
I;=" myri= (2.3 kg)(4.0 m)’ + (3.2 kg)(5.0 m)?
+ (1.5 kg)(0 m)?
=116.8 kg-m?2.

(Alrededor de qué eje requieren las rotaciones el mayor esfuer-
z0? (El menor?
(b) Primero, debemos localizar el centro de masa:

_Emixi

me 2 mi
_(23kg)Om)+(3.2kg)Om)+ (1.5kg)4.0m) _ 0.86 m
23kg+32kg+ 1.5kg )
2 mgy;
ycm

= 2 m
_(23kg)0m)+(3.2kg)(3.0m)+ (1.5 kg}Om) _

1.37 m.
23kg+32kg+ 1.5kg 37m

Las distancias elevadas al cuadrado desde el centro de masa a
cada una de las particulas son

r?=x2, + y2, = (0.86 m)> + (1.37 m)> = 2.62 m?,
r3=x2 +(;— Vou)* = (0.86 m)> + (3.0 m — 1.37 m)?
= 3.40 m?,
r2=(x3;— Xem)’ + ¥2, = (4.0 m — 0.86 m)® + (1.37 m)?
=11.74 m2
La inercia de rotacion se deduce entonces directamente:

L= mri=(2.3kg)2.62 m? + (3.2 kg)(3.40 m?)
+ (1.5 kg)(11.74 m?)

=34.5 kg-m?

3
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Figura3 Problema muestra 1. El punto C marca el centro
de masa del sistema que consta de las tres particulas.

Nétese que la inercia de rotacién en torno al centro de masa es
la més pequefia de las que hemos calculado. Este es un resultado
general, el cual probaremos mds adelante. Es mds facil hacer
girar a un cuerpo alrededor de un eje que pase por el centro de
masa que alrededor de cualquier otro eje paralelo.

El resultado del problema muestra anterior nos conduce
a un resultado general importante, el teorema de los ejes
paralelos:

La inercia de rotacion de cualquier cuerpo en torno a
un eje arbitrario es igual a la inercia de rotacion
alrededor de un eje paralelo que pase por el centro de
masa mds la masa total por la distancia entre los dos
ejes elevada al cuadrado.

Matematicamente, el teorema con ejes paralelos tiene la
forma siguiente:

I=1_+ Mh? (4)

donde 7 es la inercia de rotacién alrededor del eje arbitra-
rio, I, es la inercia de rotacion alrededor del eje paralelo
que pasa por el centro de masa, M es la masa total del
objeto, y 4 es la distancia perpendicular entre los ejes.
Nétese que los dos ejes deben ser paralelos.

Antes de probar el teorema de los ejes paralelos, demos-
tremos como podriamos haberlo usado para obtener los
resultados del problema muestra previo. Comenzaremos
con la inercia de rotacion en torno al centro de masa, que
hemos hallado en la parte (b): I = 34.5 kg - m? La
distancia 4 entre el eje que pasa por el centro de masa yel
eje que pasa por m, es, precisamente, r,, la cual calculamos
en la parte (). Asi,

I, =1, + Mh?
=34.5kg-m?+ (2.3 kg + 3.2 kg + 1.5 kg)(2.62 m?)
= 52.8 kg-m?,
en concordancia con el resultado de la parte (a). Sera

conveniente que compruebe que 1, e I, se verifican de la
misma manera.

Figurad Una placa delgada en el plano xy va a girar en
torno al eje z, que es perpendicular a la pagina en el origen O.
El punto C marca el centro de masa de la placa. Una particula
P estd situada en las coordenadas x,, y, respecto al origen O'y
en las coordenadas x/, y; respecto al centro de masa C.

El teorema los ejes paralelos tiene un corolario impor-
tante: puesto que el término MA? es siempre positivo, I
es siempre la inercia de rotacién mas pequena de cualquier
grupo de ejes paralelos. (Puede no ser la inercia de rota-
cién mds pequeiia absoluta del objeto; un eje que apunte
en una direccion diferente puede dar un valor mas peque-
i0.) Asi, para rotaciones en un plano dado y con una
velocidad angular dada, la eleccién de un eje que pase por
el centro de masa cuesta la menor cantidad de energia

(porque K = Ha?).

Demostracion del teorema de los ejes paralelos

La figura 4 muestra una placa delgada en el plano xy, que puede
considerarse como un conjunto de particulas. Deseamos calcu-
lar la inercia de rotacion de este objeto alrededor del eje z, que
pasa por el origen O en la figura 4, en dngulo recto con el plano
de esa figura. Representamos a cada particula de la placa pot su
masa m;, sus coordenadas x; y y, con respecto al origen O, y sus
coordenadas x;' y y;’ con respecto al centro de masa C. La inercia
de rotacién alrededor de un eje que pase por O es

I=73 mri=73 m{x2+yd.

Con relacion a O, el centro de masa tiene las coordenadas X ¥
Yem» ¥ de la geometria de la figura 4 podemos ver que las rela-
ciones entre las coordenadas x,, y, y x/, y; son x, = X+ XYW
=Y/ * Y Sustituyendo estas transformaciones, tenemos que

1= mi(x]+ Xcu)* + W]+ Vem)?]
=2 MUx? + 2X[Xem + X+ Y+ 20 Ve + V).

Reagrupando los términos, podemos escribit esto as:
1= 2 m,-(X;z + y’/2) + 2xcm 2 mixl{+ 2ycm 2 mly;
+(x3.m + ygm) 2 m;.

La primera suma de arriba es, precisamente, I, = T m;r;% Los

dos términos siguientes se parecen a las formulas usadas para
calcular las coordenadas de un centro de masa (Ec. 11 del

i o i B i

3
#

L S e

Eje de
rotacién
l<-~ —X

@ —
|

Figura 5 Problema muestra 2. Las dos particulas (el objeto)
van a girar en torno a un eje perpendicular a la varilla que las
une y a una distancia x de m,.

capitulo 9), peto (como lo muestra la Fig. 4) estdn calculados
dentro del sistema del centro de masa. Por ejemplo, £ mx;? =
Mx_, = 0 porque = 0, x,, = 0 y similarmente £ m,y; = My, = 0:
en el sistema de coordenadas del centro de masa, el centro de
masa estd, por definicion, en el origen, por lo que estos términos
se anulan. En el ultimo término, / representa la distancia entre
el origen Oy el centro de masa C, de modo que A> =x2, + y2 ;
también, X m, = M, la masa total. Entonces,

I=1_+ MR,

lo cual demuestra el teorema de los ejes paralelos. W

Problema muestra2 El objeto mostrado en la figura S consta
de dos particulas, de masas m, y m,, unidas por una varilla
rigida de longitud L. (@) Despreciando la masa de la varilla, ha-
lle la inercia de rotacién I de este sistema pata las rotaciones
de este objeto alrededor de un eje perpendicular a la varilla y
a una distancia x de m,. (b) Demuestre que I es minima cuando
x=x,.

Solucién (@) Segin la ecuacion 2, obtenemos
I'=mx*+ my(L — xp

(b) Hallamos el valor minimo de I haciendo que dl/dx sea

igual a 0;

a_ 2mx + 2my(L — x)(—1)=0.

dx
Resolviendo, hallamos el valor de x para el cual tenemos este
minimo:

_ m,L
m,+my’

Esta es idéntica a la exptesion para el centro de masa del objeto,
y por lo tanto, la inercia de rotacion alcanza su valor minimo en
x = x.... Esto es consistente con el teorema los ejes paralelos, el
cual exige que I, sea la inercia de rotacion mas pequefia entre
ejes paralelos.

Los puntos para los cuales la primera derivada de una funcion
es igual a cero pueden no ser todos minimos de la funcion.
(Puede usted demostrar, mediante la segunda derivada, que
hemos hallado realmente un minimo de I1?

123 INERCIADEROTACION

Si consideramos a un cuerpo como hecho de un nimero
de particulas discretas, podemos calcular su inercia de
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rotacién en torno a cualquier eje a partir de la ecuacidn 2,
en la cual la suma se toma sobre todas las particulas. Sin
embargo, si lo vemos como una distribucién continua de
materia, podemos imaginarlo dividido en un gran nimero
de pequeiios elementos de masa &m,. Cada dm, esta ubi-
cado a determinada distancia r, perpendicular al eje de
rotacion. Considerando a cada dm, aproximadamente co-
mo una masa puntual, podemos calcular la inercia de
rotacion de acuerdo con la ecuacion 2:

Pronto consideraremos a ésta como el limite de &m,
infinitesimalmente pequeio, de modo que la suma se
convierta en una integral. Por ahora, ilustremos la transi-
cion al calculo integral usando la ecuacion 5 para aproxi-
mar la inercia de rotacidn de una barra uniforme sélida
que gira en torno a un eje perpendicular a la barra en su
punto medio. La figura 6a ilustra la situacion. La barra
tiene una longitud L y una masa M. Imaginemos que Ia
barra esta dividida en 10 trozos, cada uno de longitud L/10
y de masa M/10. Los trozos estan numerados de i = 1 a
i = 10, de modo que el iésimo esta a una distancia r; del
eje; para este calculo, hacemos que r; esté medido desde
el eje al centro del trozo. Entonces, los trozos de cada ex-
tremo tienen r, = r;, = 0.45L; los trozos proximos a los
extremos tienen r, = r, = 0.35L, y los trozos mas cercanos
al eje tienen r; = ry = 0.05L. Ahora llevamos a cabo la
suma para los 10 trozos de acuerdo con la ecuacion 5:

I=riém,+ridmy,+ -+ - +ri dmy,
= (0.1M)0.45L)* + (0.1M)0.35L) + (0.1 M)(0.25L)*
+ (0.1MX0.15L)* + (0.1M)0.05LY + - - -,

donde en la segunda ecuacién los cinco términos listados
corresponden a la mitad de la barra, y - - - significa que
tenemos cinco términos idénticos de la otra mitad. Eva-
luando los factores numéricos, obtenemos el resultado

I1=0.825M1%= —12?12ML2 (10 trozos).
Nuestro motivo para escribir el resultado de esta manera
no tardara en ser evidente.

Supongamos ahora que dividimos la barra en 20 trozos,
cada uno de ellos con una longitud de L/20 y masa M/20
(Fig. 6b). Repitiendo el célculo anterior, obtenemos el
resultado

1
= 2 2
I=0.831ML 12.03ML (20 trozos).

A medida que aumentemcs el numero de trozos, ;tien-
de el resultado a un valor limite que podamos ver como
la inercia de rotacion? En el problema 12, se le pidi6 a
usted derivar el resultado para cualquier numero N arbi-
trario de trozos:

1 ,(N?2—1
I—leL( 7 ) (N trozos). (6)
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L10 Eie de
<I—> rotacion

Figura 6 (a) La inercia de rotacién de una barra sélida de
longitud L, que gira en torno a un eje que Pasa por su centro
y es perpendicular a su longitud, puede calcularse
aproximadamente dividiendo la barra en 10 trozos iguales,
cada uno de longitud L/10. Cada trozo es tratado como una
masa puntual a una distancia 7, del eje. (b) Se obtiene una
aproximacion mds precisa a la inercia de rotacion de la barra
dividiéndola en 20 trozos.

Claramente, esto tiende al limite de ML*/12 cuando N — oo,
y podemos sefalarlo como el valor de la inercia de rota-
cion de la barra. Nétese que los coeficientes numeéricos para
N=10(})yN=20 (557 demuestran la tendencia al limite
() SiN — e,

El método algebraico anterior opera facilmente en unos
cuantos casos, y ayuda a formarnos una imagen de cémo
el célculo integral divide a un objeto sélido en trozos
infinitesimales y suma a todos los trozos. En los cilculos
que intervienen para la mayoria de los sélidos, el método
algebraico es engorroso, siendo mucho mas facil usar las
técnicas de cdlculo directamente. Consideremos al limite
de la ecuacién 5 cuando el mimero de trozos es demasiado
grande o, equivalentemente, cuando sus masas &m se
vuelven muy pequeiias:

1= JE,To 2 r?om;,
¥, de la manera usual, la suma resulta ser una integral en
el limite:

I= f r*dm. (7)

La integracion se lleva a cabo sobre todo el volumen
del objeto, pero a menudo ciertas simplificaciones geo-
métricas pueden reducir la integral a términos m4s mane-
jables.

Como ejemplo, regresemos a la barra que giraba en
torno a un eje que pasa por su centro. La figura 7 muestra
el problema trazado para el enfoque integral. Elegimos
a un elemento arbitrario de masa dm situado a una dis-
tancia x del eje. (Usamos a x como la variable de la
integracion.) La masa de este elemento es igual a su
densidad p (masa por unidad de volumen) o por el ele-

Eje de
rotacién
dm T ?—]4
=
dx

Figura7 La inercia de rotacion de una barra sélida se
calcula integrando a lo largo de su longitud. Un elemento de
masa dm estd ubicado a una distancia x perpendicular al eje
de rotacion.

mento de volumen dV. El elemento de volumen es igual
al drea multiplicada por su espesor dx:

dV=Adx
dm=pdV = pA dx.

Suponemos que la barra tiene una seccién transversal
uniforme de drea A y una densidad p uniforme, siendo ésta
igual a la masa total M dividida entre el volumen total AL:
p=M/V = M/AL. Evaluando la ecuacion 7, obtenemos

M M
I= 2d = 2 = 2
fr m fo A dx fo dx.

con % = 0 en el punto medio de la barra, los limites de la
integracion van desde x = -L/2 hasta x = +L/2. La inercia
de rotacion es, entonces,

M [+i2 3 |+L2
== x2 dx = _A! .x_

L -2 L3 ~L2
I=5MI2 (8)

Este resultado es idéntico al deducido del método alge-
braico, ecuacién 6, en el limite N — oo,

Si deseamos girar a la barra en torno a un eje que pase
por un extremo perpendicular a su longitud, podemos usar
el teorema de los ejes paralelos (Ec. 4). Ya hemos hallado
a I, y la distancia h entre los ejes paralelos es precisa-
mente la mitad de la longitud, de modo que

I=+HML2+ M(L/2)* = {ML2.

A menudo podemos calcular la inercia de rotacién
de un cuerpo sélido descomponiéndolo en elementos de
inercia de rotacién conocida. Por ejemplo, supongamos
que tenemos una placa rectangular sdlida y uniforme
de longitud @ y de anchura b, como se muestra en la
figura 8. Deseamos calcular la inercia de rotacién en
torno a un eje perpendicular a la placa y que pase por su
centro.

La placa puede ser dividida en una serie de fa jas, cada una
de las cuales va a ser considerada como una barra. Conside-
remos la faja de masa dm, longitud a, y anchura dx mostrada
enla figura 8. La masa dm de la faja se relaciona con la masa

Eje de
rotacion

Figura 8 Una placa rectangular sélida de lados a 'y b se
hace girar en torno a un eje que pasa por su centro y es
perpendicular a su superficie. Para calcular la inercia de
rotacion, consideramos que la placa esta dividida en fajas. La
faja sombreada puede ser considerada como una barra, cuya
inercia de rotacion en torno al eje central puede hallarse
usando el teorema de los ejes paralelos.

total M como el drea de la superficie de la faja (a dx) se
relaciona con el drea ab de toda la superficie:

dm _adx_ dx
M ab b
dm=%4dx.

La inercia de rotacion dI de la faja en torno al eje se
relaciona, segun el teorema de los ejes paralelos, con
la inercia de rotacion de la faja (vista como una barra)
en torno a su centro de masa, dado por la ecuacién 8 como
dl,, = Ltdma’

cn

dl = dl, + dmh?
= dm a*+ dm x2.

Sustituyendo a dm nos da

2
. Ma dx+-A1x2dx,

=1 b

e I se deduce de la integral

- _Ma M 2
I—de—Ibedx+bfxdx.

Los limites de la integracion sobre x van desde -b/2 hasta
+b/2. Llevando a cabo las integraciones, obtenemos

1= LM(a + b). ©)

Noétese que este resultado es independiente del espesor de
la placa: obtendriamos el mismo resultado para un mon-
ton de placas de masa total M o, de manera equivalente,
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para un bloque rectangular sélido de las mismas dimen-
siones superficiales. Notese también que nuestro resulta-
do depende de la diagonal de la placa mds bien que de a
y b por separado. ;Puede usted explicar esto?

Operando de este modo, podemos evaluar la inercia de
rotacion de casi cualquier objeto solido regular. La figura
9 muestra algunos objetos comunes y sus inercias de
rotacién. Aunque es relativamente sencillo usar integrales
bidimensionales o tridimensionales para calcular estas
inercias de rotacién, a menudo es posible, como lo hici-
mos en el calculo anterior, descomponer a un sélido
complejo en sdlidos mas sencillos de inercias de rotacion
conocidas. El problema 14 al final del capitulo describe
un calculo al respecto para una esfera solida.

~ 12-4 TORCA QUE ACTUA
' SOBRE UNA PARTICULA

La experiencia con una puerta pesada nos ensefia que una
fuerza dada puede producir varias aceleraciones angulares
dependiendo de dénde se aplique la fuerza a la puerta y
de como aquélla esté dirigida (véase la Fig. 10). Una
fuerza (tal como F)) aplicada al borde y dirigida a lo largo
de la puerta no puede producir una aceleracién angular,
como tampoco lo puede hacer una fuerza (tal como F,)
aplicada a lo largo del gozne de la puerta; pero una fuerza
(tal como F,) aplicada en angulo recto con la puerta en su
borde exterior produce la mayor aceleracion angular.

El analogo de la rotacion de la fuerza se llama torca.
Lo definiremos ahora para el caso especial de una parti-
cula aislada observada desde un marco de referencia
inercial. Mas adelante extenderemos el concepto de torca
a sistemas de particulas (incluyendo a cuerpos rigidos) y
demostraremos que la torca esta intimamente asociada a
la aceleracién angular.

Sea F una fuerza que actila sobre una particula aislada
en un punto P cuya posicion en torno al origen O del
marco de referencia inercial esta dado por el vector r (Fig.
11). Puesto que dos vectores determinan un plano, hemos
elegido el plano xy para que contenga a los vectores r y
F. La torca 7 que actia sobre la particula con respecto al
origen O se define en términos del producto vectorial
(producto cruz) de r y F asi:

t=rXxF. (10)

La torca es una cantidad vectorial. Su magnitud esta
dada por

T=rFsen 0, 11

donde 0 es el angulo entre r y F; su direccion es normal
al plano formado por r y F (esto es, paralela al eje z
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Eje
Un aro en torno
al eje del cilindro

~ Figura9 La inercia de rotacién
Cilindro anular (o anillo) e varios sélidos en torno a ejes

en torno al eje ' elegidos.
del cilindro

@

Cilindro solido (o disco) '
en torno al eje
del cilindro

Cilindro sélido {o disco)
en torno al
didmetro central

i
H
H
1
!
e —

Una varilla delgada en
torno a un eje que pase
porel centro L a |

la longitud

Una varilla delgada
en torno a un eje que pase
por un extremo 1 a la longitud

Esfera sélida
entorno a
cualquier diametro

Cascarén
esférico delgado
entorno a
cualquier didmetro

; NR Un aro en torno a
‘ \ cualquier didgmetro
- fe—a
= MR? - Mia?+b)
I= = 1= 12

Una placa rectangular
en torno al
eje 1 que pasa
por su centro

@ %)

cuando ry F estan en el plano xy), dada por la regla de la
mano derecha para el producto vectorial de dos vectores:
si usted hace girar a r sobre F (cuando estan trazados cola
con cola) a través del angulo mas pequeiio entre ellos con
los dedos de su mano derecha doblados, entonces la
direccion del pulgar extendido da la direccion de . (Sin

duda querra usted revisar la definicion del producto vec-
torial (producto cruz) en la seccién 3-5.)

Hemos trazado el vector torca en la figura 11 de modo
que pase a través del origen, pero no es necesario hacerlo.
Siry F estin en el plano xy, como hemos supuesto,
entonces la ecuacién 10 requiere solamente que el produc-

Linea del gozne ;

Figura 10 Al aplicar una fuerza F dada a una puerta se
produce una aceleracién angular a que varia con el punto en
el que F se aplique y con su direccion respecto a la linea del
gozne. La fuerza F, estd aplicada a lo largo de una linea que
pasaria por la linea del gozne, y no produce ninguna
aceleracion angular (la puerta no se mueve). La fuerza F, se
halla aplicada a la linea del gozne; tampoco produce ninguna
aceleracién angular. La fuerza F, se halla aplicada a un punto
alejado de la linea del gozne y en una direccion perpendicular
a la linea que une al punto de aplicacién de F, con la linea del
gozne; esta fuerza produce la mayor aceleracion angular
posible.

to cruz vsea paralelo al eje z, no necesariamente a lo largo
del eje z. Podriamos situar al vector T en cualquier punto
en la coordenada del espacio de la figura 11 sin cambiar
la validez de la ecuacion 10, siempre y cuando 7 perma-
nezca paralelo al eje z.

La torca tiene las dimensiones de fuerza multiplicada
por distancia; en términos de nuestras dimensiones fun-
damentales M, L, y T, tiene las dimensiones ML?T"2. Estas
son las mismas que las dimensiones del trabajo. Sin
embargo, la torca y el trabajo son cantidades fisicas muy
diferentes. Por ejemplo, la torca es un vector, y el trabajo
es un escalar. La unidad para la torca puede ser el new-
ton-metro (N + m) o la libra-pie (Ib - ft), entre otras
posibilidades. (Aunque 1 N - m = 1 J, no expresamos la
torca en unidades de J.)

Noétese de la ecuacion 10 que la torca producida por una
fuerza depende no solamente de la magnitud y de la
direccion de ésta fuerza sino también del punto de aplica-
cion de la fuerza respecto al origen, esto es, del vector r.
En particular, cuando la particula P de la figura 11 estd en
el origen, r es cero y la torca 7 con respecto al origen es
cero. La torca con respecto a un punto O’ a medio camino
entre O y P es un vector (que puede ser trazado en O)
paralelo al vector T mostrado en la figura 11 pero a la
mitad de su longitud.

Podemos también escribir la magnitud de 7 (Ec. 11) ya
sea como
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x

Figura 11 Una fuerza F actia sobre una particula de masa
m situada en la posicion r en el plano xy. Esta fuerza ejerce
una torca T =r % F sobre la particula con respecto al origen
O. El vector torca apunta en la direccion de z creciente;
podria estar trazado en cualquier lugar que escojamos,
siempre y cuando sea paralelo al eje z.

T=(r sen O)F = Fr,, (12a)
0 como
t=r(Fsen @)=rF,, (12b)

donde, como lo muestra la figura 12, r, (= r sen 6) es
la componente de r en angulo recto con la linea a lo largo de
la cual actia F (llamada la linea de accion de F),y F, (= F
sen 0) es la componente de F en angulo recto con r. La torca
se llama a menudo momento de la fuerza, y r, en la ecua-
cion 12a se denomina el brazo del momento. La ecuacion
12b muestra que sélo la componente de F perpendicular a
r contribuye a la torca. En particular, cuando 8 es igual a
0° 0 a 180°, no existe una componente perpendicular (F, =
F sen 0 =0); la linea de accion de la fuerza pasa a través del
origen, y el brazo del momento r, con respecto al origen es
también cero. En este caso, tanto la ecuacidn 12a como la
ecuacion 12b muestra que la torca Tes cero.

Problema muestra 3 Un péndulo consta de un cuerpo de
masa m =0.17 kg en el extremo de una varilla rigida de longitud
L = 1.25 m y masa despreciable (Fig. 13). (@) ;Cual es la
magnitud de la torca debida a la gravedad en torno al punto de
pivoteo O en el instante en que el péndulo se desplaza como se
muestra a través de un angulo de 8= 10°de la vertical? (b) ;Cual
esladireccion de la torca entorno a Oen ese instante? ;Depende
su direccién de que el péndulo se desplace hacia la izquierda o
hacia la derecha de la vertical?

Solucion (a) Podemos usar la ecuacién 11 directamente para
hallar la magnitud de la torca, siendor = Ly F = mg:

1= Lmg sen 6 = (1.25 m)(0.17 kg)(9.8 m/s2)(sen 10°)
=0.36 N-m.
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Figura 12 El plano xy, que contiene a la fuerza F y al
vector de posicion r de la figura 11. La magnitud de Testd
dada pot Fr, (Ec. 12a) o por rF, (Ec. 12b). La direccién de T
(}.1acia afuera de la pagina) se indica en la figura por el

signo © (que sugiere la punta de una flecha).

(b) Con el desplazamiento como se muestra en la figura 13
la torca alrededor del punto de pivoteo esté en el plano del papel’
Convu;ne estat convencido aqui de que, si el péndulo se despla-'
za hacia el lado opuesto de la vertical, 1a torca tiene la direccion
opuesta. Como lo veremos en la proxima seccidn, el efecto de
una torca es producir una aceleracién angular pz;ralcla En el
primer caso, la aceleracién angular hacia el papel tiende a.movcr
al péndulo hacia su posicién de equilibrio. Cuando el péndulo
se desplaza hacia el lado opuesto de la vertical, la torca hacia
afut?rg,del papel tiende otra vez a restituir al péndulo en su
posicidn de equilibrio. Compruebe estas conclusiones usando
la regl’a de la mano derecha para relacionar el sentido de la
rotacion en la direccion del vector de la aceleracion angular
(supuesto como paralelo a la torca). &

En el movimiento de traslacion, las técnicas que implican
tra’ba.jo y energia nos ofrecen una forma diferente y a veces
mas ¥lustrativa de enfocar los problemas. En esta seccion
co_n51deraremos el uso del trabajo y la energia en el movi-
miento de rotacion.

Supongamos que un cuerpo rigido arbitrario pivotea
alrededor del eje z. Se aplica al cuerpo una fuerza externa
F que actie en una direccién arbitraria en algiin punto P
del plano xy. La figura 14 muestra a la fuerza F y al punto
P, on'litiéndose el resto del cuerpo para mayor claridad.
Consideraremos el trabajo dW efectuado por esta fuerza
cuando el cuerpo gira en un dngulo d¢.

Elpunto P, que estd a una distancia r del eje de rotacién
se mueve a lo largo de la distancia ds = r d¢ cuando ei
cuerpo gira en el angulo d¢. El trabajo dW puede, enton-
ces, expresarse asi:

dW=F-ds, (13)

Figura 13 Problema muestra 3. Un péndulo, que consta de
un cuerpo de masa m en el extremo de una varilla rigida
carente de masa de longitud L. La gravedad ejerce una torca
sobre la pagina en O, indicado aqui por el simbolo ® (que
sugiere la cola de una flecha).

dond.e ds es un vector de magnitud ds en la direccién del
movimiento de P.

La compc_)nente z de F no contribuye al producto punto
en la ecuacién 13, porque ds no tiene una componente z.
(Recuérdese de la ecuacion 15 del capitulo 3 que el
producto punto de F y ds puede ser escrito F.dx + F,dy +
Fdz. En nuestro caso, dz = 0, de modo que el procyiucto
punto no depende de la componente F,). En los casos en
que l.a direccion del eje de rotacion sea fijo, necesitamos
considerar solamente las componentes de la fuerza que
estdn en el plano perpendicular al eje.

I:.a figura 15 muestra el movimiento del punto P durante
un intervalo de tiempo infinitesimal dr. Sobre el cuerpo actiia
una fuerza externa, que ahora se supone esta enteramente en
el plano xy, en el punto P. El trabajo dW efectuado por esta
fuerza durante esta rotacion infinitesimal es

dW =F-ds = F cos 0 ds = (F cos O)r dop).

x

Figura 1,4' Una fuerza externa F actua en el punto P de un
cuetpo tigido (no mostrado) obligado a girar en torno al ejez
El cuerpo gira en un 4ngulo d¢. .

e

y
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Figura 15 En un tiempo dt, el punto P de un cuerpo rigido
se mueve una distancia ds a lo largo del arco de un circulo de
radio r. El cuetpo rigido (que no aparece en la figura) y el
vector r que localiza al punto P en el cuerpo giran cada uno
en un angulo d¢ durante este intervalo.

El término F cos 6 es la componente de F en la direccion
de ds; es, por lo tanto, perpendicular a r 'y puede ser
representada como F,. De acuerdo con la ecuacién 125,
F, r es la magnitud de la torca instantanea ejercida por F
sobre el cuerpo rigido alrededor del eje perpendicular a la
pagina que pasa por O, de modo que la ecuacién anterior
se convierte en

dW=F rd¢=1dd. (14)

Esta expresion para el trabajo efectuado enla rotacion (en
torno a un eje fijo) es equivalente a la expresion dw=F
dx para el trabajo efectuado en la traslacién (a lo largo de
una linea recta).

Supongamos ahora que varias fuerzas F,F,..., se
aplican a diferentes puntos del cuerpo en el plano normal
a su eje de rotacion (el plano xy de la Fig. 15). El trabajo
neto efectuado por estas fuerzas sobre el cuerpo en una
rotacién d¢ es

dW o = (F, cos 6,) r; dp + (F; cos G)r,ddp+ - -
=(t,+ 1, + - )dd,

donde (F, cos 6)r, da la componente de la torca 7, con
respecto a O. Nétese que, como debe suceder para un
cuerpo rigido en rotacion pura, suponemos que do es el
desplazamiento angular de cualquier punto del cuerpo
durante el intervalo de tiempo dt, sin importar dénde esté
situado el punto en el cuerpo. Podemos escribir esto asi:

W =(3 o) dt = ® w)od (9

donde en el ultimo resultado hemos usado d¢ = w dt de la
ecuacion 3 del capitulo 11. Aqui L7, representa la torca
externa total que actua sobre el cuerpo, la cual se calcula
considerando a cada torca externa como positiva en caso
de que, al actuar aisladamente, tienda a girar al cuerpo en
sentido contrario a las manecillas del reloj (aumentando
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@, por lo tanto) y como negativa si tiende a girar al cuerpo
en el sentido de las manecillas.

Durante el intervalo de tiempo dt, la energia cinética
del cuerpo cambia en una cantidad dK como resultado de
la accién de las fuerzas externas. Suponemos que la ener-
gia cinética de rotacién es la unica forma de energia que
el cuerpo puede contener. Usando la ecuacion 3, K=o,
hallamos que

dK = d(lw?) = lw do = loa dt, (16)

usando dw = a dt de la ecuacion 5 del capitulo 11.
Durante el intervalo dt, el teorema trabajo energia da

dW = dK, (17)

y sustituyendo en las ecuaciones 15y 16 nos da

(2 rm> w dt = lwa dt,

o, cancelando los factores comunes de wdt,
Y Tex = I (18)

La ecuacién 18 es el anilogo de la rotacién de la se-
gunda ley de Newton en la forma escalar de L F,, = ma,
correspondiente al movimiento en una dimensién. En el
caso de la rotacion, es preciso advertir, una vez mas, que
nos ocupamos solamente de la rotacion alrededor de un
eje fijo. Es mas, obsérvese que una torca positiva tiende
a producir una aceleracién angular positiva; esto es, la
misma regla de la mano derecha usada para obtener el
signo de o puede utilizarse para determinar el signode 7.
Como hicimos en el caso de la dindmica de la traslacion,
abandonamos el subindice “ext” de T para mayor conve-
niencia.

Para obtener la razén a la cual se efectua el trabajo en
el movimiento de rotacion (alrededor de un eje fijo),
dividimos la ecuacion 14 entre el intervalo de tiempo
infinitesimal dt durante el cual se desplaza el cuerpo por
d¢ y obtenemos

P =10, (19)

que da la potencia mecénica instantanea P. La ecua-
cién 19 es el andlogo de rotacion de P = Fuv para el
movimiento de traslacion.

La analogia entre el movimiento de traslacion en una
direccién fija y el movimiento de rotacion en torno a un
eje fijo queda puesto de relieve en la tabla 1, la cual
compara las ecuaciones correspondientes en los dos ca-
sos. La rotacién de un cuerpo rigido en torno a un eje fijo
no es la clase de movimiento de rotacién mas general; a
menudo el eje no esta fijo en un marco de referencia
inercial. En el capitulo 13 consideraremos este caso mas
general, junto con el impetu angular que aparece listado
en la ultima linea de la tabla 1 de ese mismo capitulo.
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TABLA1 COMPARACION DE LAS ECUACIONES
DE LA DINAMICA LINEAL Y DE ROTACION

Movimiento lineal

Rotacion en torno a un eje fijo

Desplazamiento X Desplazamiento angular o}
Velocidad v=dx/dt Velocidad angular w = dd/dt
Aceleracién a=dv/dt Aceleracion angular a=dw/dt
Masa (inercia de traslacion) M Inercia de rotacion 1
Fuerza F=Ma Torca = la
Trabajo W= [Fdx Trabajo W= [t d¢
Energia cinética K= iMp? Energia cinética K=1{lw?
Potencia P=Fv Potencia P=10
Impetu lineal p=Mv Impetu angular’ L=1Iw

" El impetu angular se discute en el capitulo 13.

Dada la relacién dinamica entre la torca y la aceleracién
angular, podemos ahora reconsiderar el efecto de una
torca arbitraria sobre un cuerpo rigido obligado a girar en
torno al eje z. Permitamos una vez més que la fuerza tenga
una direccion arbitraria, como se muestra en la figura 16.
La torca debida a esa fuerza, dada por 7= r x F, estad en
una direccion perpendicular al plano formado por r y F.
Podemos resolver a T en sus componentes x, y, y z, como
se muestra en la figura 16. Cada componente de la torca
tiende a producir una rotacién en torno a su eje correspon-
diente. Sin embargo, hemos supuesto que el cuerpo est4
fijo de modo tal que sélo sea posible la rotacién en torno
al eje z. Las componentes x y y de la torca no producen un
movimiento. En este caso, las chumaceras sirven para

Figura 16 Un cuerpo rigido, en este caso una rueda, est4
libre para girar en torno al eje z. Una fuerza arbitraria F, que
actua en un punto de la llanta, puede producir componentes
de la torca a lo largo de los tres ejes de coordenadas.
Solamente la componente z puede hacer girar a la rueda. Las
componentes x y y de la torca tenderfan a desviar al eje de
rotacion alejandolo del eje z. A esta tendencia deben de
oponetse torcas iguales y opuestas (no mostradas) ejercidas
por las chumaceras, que mantienen al eje en una direccién
fija.

obligar al sistema a girar en torno al eje z Unicamente, y
por lo tanto deben de procurarse torcas que cancelen a las
componentes x y y de la torca de la fuerza aplicada. Esto
indica lo que se entiende por un cuerpo que esta obligado
a moverse en torno a un eje fijo: Unicamente las compo-
nentes de la torca paralelas a ese eje son eficaces para
hacer girar al cuerpo y se supone que las componentes de
la torca perpendiculares al eje estan balanceadas por otras
partes del sistema. Las chumaceras deben ejercer torcas
con componentes x y y que mantengan fija la direccién del
eje de rotacidn; las chumaceras pueden también propor-
cionar una torca en la direccion z, como en el caso de
chumaceras no ideales que ejerzan fuerzas de friccion
sobre el eje de la rueda.

Problema muestra4 En un parque de diversiones el papa de
un nifio empuja un tiovivo, ejerciendo una fuerza F de 115 N
de magnitud en un punto P de la periferia situado a una distan-
cia de r = 1.75 m del eje de rotacion (Fig. 17). La fuerza se ejerce
en una direccion que forma un angulo de 32° debajo de la
horizontal, y la componente horizontal de la fuerza estd en una
direccion de 15° hacia adentro de la tangente en P. Halle la
magnitud de la componente de la torca que acelera al tiovivo.

Solucion Solamente la componente horizontal de F produce
una torca vertical. Hallemos a F, la componente de F a lo largo
de la linea horizontal, perpendicular a r. La componente hori-
zontal de F es

F,=Fcos 32° =97.5N.
La componente de F, perpendicular a r es
F =F,cos15°=942N.
La torca (vertical) a lo largo del eje de rotacién es, entonces,
1=rF, =(1.75m)94.2 N)=165 N-m.
La componente de F, paralela a r (= F, sen 15°) no produce tor-

ca alguna en torno al eje de rotacién, y la componente vertical
de F (= F sen 32°) produce una torca perpendicular al eje que

Figura 17 Problema muestra 4. El padre de un nifio empuja
al tiovivo en un parque de atracciones. El pap4 esta

inclinado hacia abajo, de modo que la fuerza tiene una
componente hacia abajo. Ademads, como €l est4 fuera del
borde, la fuerza se dirige ligeramente hacia adentro. La
componente horizontal de la fuerza, F,, esta en el plano de

la plataforma giratoria y forma un dngulo de 15° con la
tangente en P, el punto en que se aplica la fuerza.

tenderia a ladear la plataforma giratoria afuera del plano hoti-
zontal (porque el padre estd empujando hacia abajo sobre la
plataforma) si a esa torca no se le opusiera una torca igual y
contraria desde las chumaceras.

El padre debe ejercer una torca que exceda a cualquier torca
por friccidon proveniente de las chumaceras. Cuando el padre
deja de empujar, esta torca por friccion, que ahora actia sola,
hace mas lento el giro del tiovivo hasta que consigue frenatlo
y llevarlo al reposo.

Problema muestra 5 La figura 18a muestra un disco unifor-
me de masa M = 2.5 kg y radio R = 20 cm montado en un eje
horizontal fijo (sin friccién). Un bloque de masa m = 1.2 kg
cuelga de un cordén que pasa alrededor del borde del disco.
Halle la aceleracion del bloque al caer, la tension en el cordén,
y la aceleracién angular del disco.

Solucién La figura 185 muestra un diagrama de cuerpo libre
para el bloque. El bloque acelera hacia abajo de modo que su
peso mg debe exceder la tension T del cordén. Tomamos como
positiva a la direccion hacia abajo y, de la segunda ley de
Newton, tenemos

> F=mg—T=ma.

La figura 18¢ muestra un diagrama patcial del cuetpo libre
para el disco. La 1nica torca T que actia sobre el disco, tomada
con respecto a su eje de rotacion, es TR, y la inercia de rotacion
del disco es ;MR’. (Sobre el disco actian también otras dos
fuerzas, su peso y la fuerza hacia arriba que el soporte ejerce
sobre el disco. Sin embargo, ambas fuerzas actian en el eje del
disco, de modo que no ejercen torca alguna sobre él.) Aplicando
la segunda ley de Newton en la forma angular (Ec. 18), y
haciendo que tanto 7 como «a sean positivas para una rotacion
en sentido contrario a las manecillas del reloj, obtenemos

=TR = 2 (4
S 1= TR=4MR ( R) :
Esto se reduce a

T=iMa.

Podemos asi reemplazar a a por a/R porque el cordén no se
desliza, y entonces la aceleracion lineal del bloque es igual a la
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Figura 18 Problema muestra 5. (@) El bloque al caer hace
que el disco gire. (b) Diagrama del cuerpo libre pata el
bloque. (¢) Diagrama parcial del cuerpo libre para el disco.
Las flechas muestran las direcciones tomadas como positivas.

aceleracion lineal del borde del disco. Combinando las dos
ecuaciones dinamicas, una para el bloque y la otra para el disco,
eliminamos a T para obtener

(2)(1.2 kg)
2.5kg + (2)(1.2 kg)

2m

g =48 m/s?,
=83+ Im m/s

= (9.8 m/s?)

y al eliminar a a de las mismas ecuaciones, obtenemos que

2.5kg
2.5kg + (2)X1.2 kg)

—_ M = 2
T—mgM+2m (1.2 kg)9.8 m/s?)

=6.0N.

Como lo esperabamos, la aceleracién del bloque al caer es
menor que g, y la tension en el cordon (= 6.0 N) es menor que
el peso del bloque colgante (= mg = 11.8 N). Vemos también
que la aceleracion del bloque y la tension dependen de la masa
del disco pero no de su radio. A modo de comprobacion,
observemos que las formulas arriba derivadas predicen que a =
gy que T= 0 para el caso de un disco sin masa (M = 0). Esto es
lo que esperamos; el bloque simplemente cae como un cuerpo
libre, arrastrando al corddn tras de él.
La aceleracion angular del disco se deduce de

a=—==——"1" — 24 rad/s? = 3.8 rev/s%.
m

Problema muestra 6 Reconsidere el problema muestra 5
desde el punto de vista del trabajo y la energia.

Solucién Supongamos que el sistema de la figura 18 ha salido
del reposo. Lo examinamos mas tarde cuando el bloque ha caido
unadistancia L; en ese punto el bloque se mueve a una velocidad
v,y el disco esta girando a una velocidad angular . Si el cordén
no se desliza sobre el disco, entonces v = wR; ademds, cuando
el bloque cae una distancia L, el disco debe girar un angulo ¢
de modo que L = R¢.
Consideramos tres sistemas diferentes:
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Figura 19 Fotografia con exposicion en tiempo prolongado de un disco al girat. Se han
fijado pequeias luces al disco, una en su centro y otra en su borde. Esta tltima describe

una curva llamada cicloide.

1. Sistema = bloque + disco. La gravedad (la vnica fuerza
externa) efectiia un trabajo externo mgL sobre el sistema al
moverse el bloque hacia abajo una distancia L. El trabajo
externo neto es, entonces,

Wo = mgL.

No existe un trabajo de friccion efectuado en el eje (sin friccion)
o entre el cordén y el disco (donde no existe movimiento

relacionado).
El cambio en la energia cinética es la energia cinética final,

puesto que el sistema fue liberado desde el reposo:
AK= Kf K Kf ‘%’Iwz + 1mvz

El teorema trabajo-energia nos da

Wito =AK

2
mgL = LUw? + tmv? =4I (%) + imp?

2mg
2=9 =%
vi=2 [M+ Zm] L.

La cantidad entre corchetes es la aceleracion que hallamos en
el problema muestra 5, de modo que este rcsultado es, clara y
sencillamente, la ya conocida ecuacién v vy o+ 2ax para el
movimiento lineal con aceleracion constante.

2. Sistema = bloque. Aqui el trabajo externo sobre el sistema
es efectuado por la gravedad y por la tension en el cordén:
W..=mgL—TL.
El cambio en la energia cinética del sistema (el bloque) es
precisamente 1mu’, y el teorema trabajo-energia nos da
mgL — TL = imv?.

Sustituyendo el resultado antetior para v’, podemos demostrar
que esto da la tensién hallada en la soluclon al problema

muestra 5.

3. Sistema = disco. En este caso, solamente T'ejerce un trabajo
externo y al usar la ecuacion 15 para una rotacion en un angulo
total ¢ efectuada por una torca constante 7R, obtenemos

W,..=TRo=TL,

y el cambio en la energia cinética del sistema (el disco) es
AK = iIw? = JAMR)v}/ R = {Mv2.

Al aplicar nuevamente el teorema trabajo-energia, obtenemos

Usted puede demostrar facilmente que este resultado es consis-
tente con los resultados anteriores para v’y T.

En cada caso, al definir cuidadosamente al sistema y clasificar
las fuerzas y las torcas externas, obtenemos resultados idénticos
de los enfoques basados en las leyes de Newton y las conside-
raciones de la energia.

12-6 MOVIMIENTOS DE ROTACION
Y DE TRASLACION COMBINADOS

El movimiento general de un sistema de particulas com-
prende tanto traslacion como rotacién. Hasta ahora hemos
considerado iinicamente la rotacion pura mediante la cual
el eje de rotacién esta fijo en el marco de referencia
inercial elegido. Ahora, generalizaremos un tanto per-
mitiendo que el sistema tenga también un movimiento
de traslacion. Cuando el centro de masa se mueve a una
velocidad de traslacién v, un observador que vea al sis-
tema desde un marco de referencia inercial que se mue-
va con esa velocidad verd que el centro de masa estd
quieto. Para este observador, tendra todavia aplicacion
la ecuacion basica de la dindmica de la rotacién (Ec. 18,
It = Ia) a condicidén de que (1) el eje de rotacion pase
por el centro de masa, y (2) el eje tenga siempre la mis-
ma direccidn en el espacio (esto es, al moverse el siste-
ma, su eje en un instante es paralelo al eje en cualquier
otro instante). En esta seccion consideraremos este ca-
so especial del movimiento de rotacién y de traslacion
combinado.

Quizds, el giro de una rueda es el ejemplo mas conocido
de este movimiento, en que el eje de rotacién permanece
en una direccion fija mientras el cuerpo se halla en movi-
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Figura 20 El centro de masa C de un cuerpo en movimiento
de rotacion y traslacion estd situado instantdneamente

en la posicion r_,. Una particula arbitraria P del cuerpo

esta situada en r, respecto al origen O y en r; respecto

al centro de masa C.

miento de traslacion. La figura 19 compara el movimiento
de traslacién del centro de masa de una rueda al rodar con
el movimiento mds complejo de un punto en la llanta, el
cual debe describirse como una combinacién de despla-
zamientos de traslacién y de rotacion.

Demostremos primero que, en este caso especial, la
energia cinética de un cuerpo arbitrario puede expresarse
como la suma de los términos independientes de la tras-
lacién y de la rotacién. La figura 20 muestra un cuerpo
arbitrario de masa M. El centro de masa C estd ubicado
instantdneamente en la posicion r,, respecto al origen del
marco de referencia inercial elegido. Una particula P de
masa m, estd ubicada en la posicion r; respecto al origen
y en la posicion r;’ respecto al centro de masa del cuerpo.
El movimiento de traslacion esta restringido al plano xy;
esto es, el vector v, que describe el movimiento de m,
tiene solo componentes x y y. El cuerpo gira también a
una velocidad angular instantdnea o alrededor de un eje
que pasa por el centro de masa. Con relacién a O, la
energia cinética de la particula de masa m, es imv?,y
la energia cinética total del cuerpo se halla de la suma de
todas esas particulas:

K= imu}. (20)

En la figura 20 vemos que r, = r,, + r;. Al diferenciar,
hallamos la relacién correspondiente entre las velocida-
des: v,=v_ + v/, donde v, es la velocidad de la particula

en el sistema xy, V., esla velocidad del centro de masa, y
v, es la velocidad de la particula respecto al centro de
masa. Observado desde el marco de referencia del centro
de masa, el movimiento es una rotacion pura alrededor de
un eje que pasa por el centro de masa; entonces v;’ tiene
la magnitud or;’.

La cantidad v? que aparece en la ecuacién 20 puede
expresarse como vV, - v, Sustituyendo la expresién de la

transformacion de la velocidad, v, = v, + v;/, hallamos

cm

K= E %miv% = 2 %mivi' V= 2 %mi(vcm + V,{)'(ch + vil)
= 3 4m 02, + e Vi + 0}, 1)

El segundo término de la ecuacion 21, que podemos
expresar por v, '(Evy,), incluye como factor al impetu
total de todas las particulas en el marco del centro de masa
(Zp; =Zmy; = Mv,,/, que es igual a cero porque v,,, = 0

en el marco del centro de masa. Asi pues tenemos, susti-
tuyendo a v, = r;w en el Gltimo término de la ecuacion 21,

K= 2 impl, + E imp}?
= M2, + Y imirPw?
= iMvi, + H 0. (22)

La ecuacién 22 indica que la energia cinética total del
objeto en movimiento consta de dos términos, uno asocia-
do con la traslacién pura del centro de masa del objeto a
la velocidad v_, y la otra asociada con la rotacién pura
alrededor del eje que pasa por el centro de masa. Los dos
términos son bastante independientes: la rotacion estaria
presente incluso en ausencia de traslacién (por ejemplo,
como se observaria desde un marco de referencia que se
moviese a razén de v_). Las velocidades v, y w son, en
este caso general, independientes entre si: podemos pro-
porcionar cualquier cantidad de energia cinética de rota-
ciény cualquier cantidad de energia cinética de traslacion.
Por ejemplo, en el lanzamiento de un satélite desde un taxi
espacial (véase la figura 34 de este capitulo y la figura 15
del capitulo 13), el satélite se coloca girando alrededor de
su eje para su estabilidad (como estudiaremos en el capi-
tulo 13) e independientemente se le da la velocidad de
traslacion necesaria para ponerlo en orbita.

Problema muestra 7 Un yoyo (Fig. 21) de masa M = 0.023
kg, que consta de dos discos de radio R = 2.6 cm unidos por un
eje de radio R, = 0.3 cm, estd girando en el extremo de un cordon
de longitud L = 0.84 m con una velocidad angular @, ;Qué
velocidad angular se necesita para que el yoyo suba por el
cordon? Suponga que el cordon tiene un espesor despreciable.

Solucién Al comenzar la subida, solo existe energia cinética
de rotacién, pero, al final, ésta es, en patte, energia cinética de
rotacion, en parte energia cinética de traslacion, y en parte
enetgia potencial gravitatoria. La conservacion de la energia
nos da, entonces,

Hwi = Hw* + {Mv? + MgL,

donde @ y v son las velocidades finales angular y lineal. No
podemos resolver este problema sencillamente para un yoyo
real, pero podemos resolverlo para el yoyo ideal con un cordon
de espesor despreciable hallando la condicién necesaria para
que el yoyo llegue justo a la mano (llegando con v = w = 0):

e} = MgL.
Usando la inercia de rotacion de un disco (I = JMR?) y despre-

ciando la contribucion del eje a la inercia de rotacxon resolve-
mos para @, y hallamos
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Figura 21 Problema muestra 7. Un yoyo, mostrado en
seccion transversal. El cordén, de un espesor que se supone
despreciable, esta enrollado alrededor de un eje de radio R,.

_ lﬁ_ \/4(9.8 m/s?)(0.84 m)= _
Wy = I (0,026 m)? 221 rad/s = 35 rev/s.

Esta considerable velocidad de rotacién es sélo un limite infe-
rior. Los valores de la velocidad angular de rotacién en exceso
de 100 rev/s son bastante comunes, especialmente si el yoyo es
lanzado hacia abajo de modo que su energia de traslacién
inicial se convierte en energia de rotacion. En el caso de una
velocidad angular inicial grande, llegaria a 1a mano con una ve-
locidad lineal considerable. De hecho, un truco muy conocido
consiste en soltar el cordon del dedo en el tltimo momento,
permitiendo que la velocidad vertical del yoyo lo lleve a varios
metros hacia arriba.

La interaccién de las energfas cinéticas de traslacién, de
rotacion, y de la potencial gravitatoria es la causante del com-
pottamiento del yoyo y de los muchos trucos que pueden
hacerse con é1.*

Rodamiento sin deslizamiento

Consideremos ahora un caso especial de movimiento com-
binado de traslacion y de rotacién, por el cual el objeto
rueda por una superficie de modo tal que no existe movi-
miento respectivo entre el objeto y la superficie en el pun-
to instantineo de contacto. Este caso especial se conoce
como rodamiento sin deslizamiento. La figura 22 muestra
la fotografia de una rueda de bicicleta que esta girando.
Podemos ver como los rayos de la parte inferior, que est4
instantdneamente en reposo, tienen un enfoque mas preci-
so que los de la parte superior, los cuales se ven borrosos.
iLa parte superior de la rueda se mueve claramente mas
rapidamente que la inferior! La friccion entre la rueda y
la superficie es, claro esta, la causante del rodamiento sin
deslizamiento, pero en este caso especial la fuerza de fric-
cidn no trabaja y no disipa energia, porque no existe movi-
miento entre la rueda y la superficie en el punto de contacto.
Si bien en el problema existe movimiento, la fuerza es de
friccion estdtica.

* Véase “The Yo-Yo: A Toy Flywheel”, por Wolfgang Burger,
American Scientist, marzo-abril de 1984, pag. 137.

Figura 22 Fotografia de una rueda de bicicleta girando.
Notese que los rayos de la parte superior de la rueda se ven
mas botrosos que los de la patte inferior. Ello se debe a que
la parte supetior tiene una velocidad lineal mas grande.

No todos los casos de rodamiento sobre una superficie
con friccion consisten en rodamiento sin deslizamiento.
Por ejemplo, imaginemos que un automdvil trata de
arrancar en una calle cubierta de hielo. Al principio,
puede que las ruedas giren sin desplazarse; en este caso,
tenemos una rotacion pura sin traslacién y existe una gran
cantidad de trabajo de friccidn efectuado, como lo indica
el hielo que se funde por el aumento de la energia interna
resultante del trabajo de friccion. Si se vierte arena sobre
el hielo, las ruedas giran ain m4s rapidamente, pero el
automovil comienza a avanzar poco a poco. Ahora queda
todavia cierto deslizamiento entre la llanta y el hielo, de
modo que la fuerza de friccidn estd todavia efectuando
un trabajo, sélo que con cierto movimiento de traslacion.
Unicamente en el caso en que las llantas cesan de resbalar
sobre el hielo, de modo que no haya movimiento en el
punto de contacto entre la llanta y el hielo, nos encontra-
mos con una situacién de rodamiento sin deslizamiento
y sin trabajo de friccién.

La figura 23 muestra una manera de ver al rodamiento
sin deslizamiento como una superposicién de movimien-
tos de rotacién y de traslacion. La figura 23a muestra el
movimiento de traslacion, en que el centro de masa C se
mueve a velocidad v, y la figura 235 muestra el movi-
miento de rotacidn a la velocidad angular w. Cuando se
superponen los dos movimientos, el fondo B de la rueda
tendra una velocidad v, - @R; si ésta es cero, de modo
que el punto de contacto esté en reposo, entonces debemos
tener que v, = @wR. Al superponer los movimientos de
traslacion y de rotacidn resultantes, obtenemos la figu-
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Figura 23 El rodamiento puede considerarse una supcrposiciép’ de traslacion y rotacion
puras con respecto al centro de masa. (a) Movimiento de traslacion, en el c.11’1e todos los
puntos se mueven cot la misma velocidad lineal. (b) Movimiento de rotac19n, en el que
todos los puntos se mueven con la misma velocidad angular alreded.or del eje central. (c) La
superposicion de (a) y (b), donde las velocidades en T, C, y B han sido obtenidas por la suma

vectorial de las componentes de la traslacion y de la rotacion.

ra 23¢. Nétese que la velocidad lineal en la parte superior
de 1a rueda T es exactamente el doble de la del centro.

Para una rotacién pura la velocidad tangencial tiene la
magnitud v = ©R. Entonces, para el caso especial del
rodamiento sin deslizamiento, los movimientos de rota-
cién y de traslacién deben estar relacionados por

Ve = WR. (23)

Este resultado se aplica unicamente en el caso del ro-
damiento sin deslizamiento. En el caso general de los
movimientos de traslacion y de rotacién combinados, la

velocidad tangencial v (= wR) no es igual a v,,.

La energia cinética de los movimientos de rotacion y
de traslacién combinados, ecuacién 22, ya no tiene dos
términos independientes en el caso del rodamiento sin
deslizamiento. Podemos ver a la energia cinética como si
estuviese completamente determinada, bien por la veloci-
dad de traslacién o bien por la velocidad de rotacion, y
obtenemos las expresiones correspondientes al sustituir la
ecuacion 23 en la ecuacién 22:

K= iMvly + Hend 3/ R, (249)
K = sMa?R* + . (24b)

En cualquier caso, es suficiente un solo parametro (v, 0
o) para determinar la energia cinética.

Otra vision del rodamiento sin deslizamiento

Existe otra manera instructiva de analizar el rodamiento
sin deslizamiento: consideremos que el punto de contacto
en B sea un eje instantaneo de rotacion, como se ilustra en
la figura 24. Ep cada instante existe un nuevo punto de
contacto B y, por lo tanto, un nuevo eje de rotacion, pero
instantineamente el movimiento consiste en una rotacion
pura en torno a B. La energia cinética es

K =} 0%, (25)
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donde I, es la inercia de rotacién y w, es la velocidad
angular, ambas consideradas en torno al eje de rotacion
que pasa por B. Partiendo del teorema del eje paralelo,
I, =1, + MR? donde R es la distancia entre By el centro
de masa. Sabemos que el centro de masa se mueve a
velocidad v, y entonces el movimiento de rotacién en
torno a B debe dar al centro de masa la velocidad tangen-
cial apropiada: v, = Rw,. Ahora podemos expresar la

energia cinética, usando la ecuacién 25,

2
K=Y+ MR?) (%‘“)
= @} + MV, (26)

La velocidad-angular del centro de masa respecto a B debe
ser la misma que la velocidad angular de B respecto al
centro de masa; entonces @, = o, y la energia cinética se
convierte en idéntica a la dada por las ecuaciones 24. En
este caso, la derivacién se ha hecho suponiendo que las
partes de la rotacién y la traslacion de la energia cinética
no son independientes.

Problema muestra 8 Un cilindro solido de masa M y radio R
rueda hacia abajo sin deslizamiento por un plano inclinado de

Figura 24 Puede considerarse que un cuerpo, al rodar, gira
alrededor de un eje instantdneo en el punto de contacto B.
Los vectores muestran las velocidades lineales instantineas
de puntos seleccionados.
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Figura 25 Problema muestra 8. Un cilindro rueda sin
deslizamiento por un plano inclinado.

longitud L y altura h (Fig. 25). Halle la velocidad de su centro
de masa cuando el cilindro llega abajo.

Solucién Para resolver este problema usamos la conservacion
de la energia. El cilindro esta inicialmente en reposo. En el
fondo del plano inclinado, el cambio de la energia potencial es
AU = -Mgh. Si el cilindro comienza desde el reposo, su ener-
gia cinética cambia en una cantidad dada por la ecuacién 24a.
Para un cilindro que gire en torno a su eje, I, = IMR?. Si
no existen otros intercambios de energia, entonces AE - 0da
AK =-AU,osea

sMv2, + JEMR?) (%‘3)2 = Mgh.

Resolviendo para v,,, obtenemos
= Vigh.

La velocidad del centro de masa deberia de haber sido
v,, = VY 2gh si el cilindro se deslizara hacia abajo (sin rodar) por
un plano inclinado sin friccion. La velocidad del cilindro al
rodar es, por lo tanto, menor que la velocidad del cilindro
al deslizarse porque, para el cilindro que rueda, parte de la
energia potencial inicial ha sido transformada en energfa ciné-
tica de rotacién, dejando disponible menos energia para la parte
de traslacion de la energia cinética. Aunque el cilindro llegue
rodando al fondo del plano inclinado mas tarde que un cilindro
idéntico que se deslice habiendo comenzado a bajar al mismo
tiempo por el plano inclinado sin friccion, pero por lo demas
idéntico, ambos llegan al fondo con la misma cantidad de
enetgia; el cilindro que rueda tiene un movimiento rotatorio a
la vez que se traslada, mientras el cilindro que se desliza no

tiene ese movimiento rotatorio.

va

El problema muestra anterior fue resuelto mediante las
técnicas de la energia. Podemos también resolver proble-
mas de este tipo usando métodos dindamicos basados en
fuerzas y torcas. Al hacerlo asi, es conveniente usar la
forma de rotacion de la segunda ley de Newton, £7 = ¢,
alrededor de un eje que pase por el centro de masa.
Dejamos acentadas nuevamente las dos condiciones espe-
ciales que nos permitan aplicar este resultado cuando el
eje de rotacién no esté fijo en el espacio: (1) el eje pasa
por el centro de masa del objeto que gira, y (2) el eje no
cambia su direccion en el espacio al moverse el objeto.
Este problema satisface ambas condiciones.

En la figura 26 se muestra el diagrama del cuerpo libre
para este problema. Mg es el peso del cilindro que actiia

Figura 26 Las fuerzas que actian sobre el cilindro rodante
del problema muestra 8.

verticalmente hacia abajo a través del centro de masa, N
es la fuerza normal ejercida por el plano inclinado sobre
el cilindro, y f es la fuerza de friccion estdtica que actia
hacia arriba a lo largo del plano inclinado en el punto de
contacto.

Usando la segunda ley de Newton para el movimiento
de traslacion, obtenemos, para un movimiento perpendi-
cular al plano inclinado,

N—Mgcos §=0,
¥, para un movimiento a lo largo del plano inclinado,
Mg sen 0 — f=Ma,,,.

Consideremos ahora el movimiento de rotacion. Ni N
ni Mg tienen torcas en torno al centro de masa C porque
sus lineas de accién pasan por C, y tienen brazos de
momento nulos. La fuerza de la friccion tiene un brazo
de momento Rentorno a C, de modo que 7= fRy entonces

SR =10
S=Ina/R.

La inercia de rotacién en torno al centro de masa es
I, = IMR? Paraunrodamiento sin deslizamiento, v_, = wR;
al diferenciar, se deduce que a_, = oR, y la ecuacion anterior
resulta ser

= QMR acm/R?) = tMacr.

Sustituyendo ésta en la segunda ecuacion de traslacion,
hallamos que

G = 38 SoN 0.

Esto es, la aceleracion del centro de masa del cilindro al
rodar (2 g sen 6) es menor de lo que seria su aceleracion
si el cilindro se deslizara por el plano inclinado (g sen 6).
Este resultado se cumple en cualquier instante, sin impor-
tar la posicion del cilindro en el plano inclinado.

Puesto que a_, es constante, podemos hallar la veloci-
dad del centro de masa, comenzando desde el reposo.
Segun la ecuacidn 20 del capitulo 2, v2= v 3 +2ax,o0sea

SRR R

Seccion 12-6  Movimientos de rotacion y de traslacion combinados 295

vgm = zaCmL9

de modo que

vi,=2(gsen OL =4g (%) L=igh

O sea

- Gigh

Este resultado es el mismo que e] obtenido anteriormen-
te por el método de la energia. El método de la energia es
ciertamente mas sencillo y mas directo. Sin embargo, si
estamos interesados en conocer los valores de las fuerzas,
tales como N y f, debemos usar un método dinamico.

Este método determina la fuerza de friccion estitica
necesaria para el rodamiento:

va

f=Ma_,/2 = (M/2)3g sen 8) = {Mg sen 6.

;Qué pasaria si la fuerza de friccion estatica entre las
superficies fuese menor que este valor?

Problema muestra 9 Una esfera, un cilindro, y un aro co-
mienzan desde el reposo y ruedan hacia abajo por el mismo
plano inclinado. ;Cuadl de todos estos cuerpos sera el primero
en llegar al fondo?

Solucién Resolveremos este problema comparando las acele-
raciones de los centros de masa de los tres objetos. El que tenga
la aceleracion mayor sera el primero en llegar al fondo.

A partir de los calculos anteriores, tenemos la siguiente
ecuacion general dindmica para el movimiento a lo largo del
plano:

Mg sen 8 — f= Ma,_,,
donde
= In/R = I e/ R™.

Sustituyendo a fy resolviendo para a,,, hallamos

_ gsenf
eom = T3 [ /MRE @7

Podemos evaluar esta expresion para cada uno de los objetos:

I, gsend
Esfera: MR $ A= [+3 = 3gsen 8
=0.714g sen 0,
i I 0
Cilindro: MCIHQIZ =1 dm= glsin% =Zigsen 6
=0.667g sen 06,
I _gsenf _
Aro: R 1, Aem =777 38 sen 8
=0.500g sen 6.

Claramente la esfera tiene la mayor aceleracion y es la primera
en llegar al fondo, seguida por el cilindro y lnego por el aro. La
esfera es el objeto mds “compacto” y puede aceptar una rotacion
con el menor costo en energia cinética, puesto que su inercia de

vMe

Figura 27 Problema muestra 10. Un cilindro que
inicialmente gira a una velocidad angular @, hace contacto
con una superficie horizontal que ejerce una fuerza de
friccion f sobre el cilindro.

rotacion es la mas pequeiia de las tres. Cada cuerpo tiene una
energia cinética igual a Mgh en el fondo del plano inclinado; en
la esfera, se halla en mayor cantidad la energia cinética del tipo
de traslacion y en menor cantidad la energia cinética del tipo de
rotacion.

Usted deberia poder resolver también este problema utilizan-
do los métodos de la energia al hallar cual de los objetos tiene
la v, mas grande en el fondo del plano inclinado.

Obsérvese que nuestro resultado final para la aceleracion de
cada objeto no depende ni de la masa ni del radio del objeto.
Los tres objetos pueden ser de tamanos bastante diferentes, pero
la esfera siempre serd la primera en llegar al fondo. Ademas,
todas las esferas tienen al rodar la misma aceleracién, sin
importar cudles sean sus tamafios o masas respectivos; una
canica y una bola de boliche llegaran al fondo al mismo tiempo
y con la misma velocidad.

Problema muestra 10 A un cilindro sélido uniforme de radio
R (= 12 cm) y de masa M (= 3.2 kg) se le da una velocidad
angular inicial w, (en sentido de las manecillas del reloj) de
15 rev/s y luego se le hace descender a una superficie horizontal
plana. El coeficiente de friccion cinética entre la superficie y el
cilindro es y, = 0.21. Inicialmente, el cilindro se desliza al mo-
verse a lo largo de la superficie, pero después de un tiempo ¢
inicia un rodamiento puro sin deslizamiento. (@) ;Cual es la
velocidad v_, del centro de masa en el tiempo ¢ ? (b) ;Cual es el
valor de #?

Solucion (a) La figura 27 muestra las fuetzas que actian
sobre el cilindro. Puesto que todas las fuerzas son constantes
mientras ocurre el deslizamiento, la aceleracion a_, del centro
de masa en la direccion x es constante. Entonces, para el
movimiento de traslacion, podemos escribir

b

2Fx=Macm=M<,_—0>'

Aqui, v, =0y v = v, la velocidad en ¢ cuando se inicia el
rodamiento puro. También, la tinica fuerza horizontal es la de
friccion, dada por u Mg, de modo que

Mg = My /1. (28)
La aceleracion angular o alrededor de un eje que pase por el

centro de masa es también constante (;por qué?), de modo que,
para el movimiento de rotacion, podemos escribir
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W~ ;
2 =l a=] |2 Z
T em® cm( t—0 )

Aqui, eligiendo que las rotaciones en sentido contrario a las
manecillas sean positivas, o; = -v,, /R, la velocidad angular en
el tiempo ¢, y @, = -w,. Solamente la fuerza f produce una torca
en torno alk centro de masa; la torca resultante es u,MgR, una
cantidad positiva. Usando X 7 = Ia, obtenemos

iMeR = (HMR?) (_—”'"Lz"(‘—“”) )

Eliminando a f de las ecuaciones 28 y 29 y resolviendo para
v,,, obtenemos

cm?

Uern = R = }(15 rev/s)(2x rad/rev)(0.12 m) = 3.8 m/s.

Nétese que v, no depende de los valotes de M, g, o y,. Sin
embargo, ;qué ocutriria si cualquiera de estas cantidades fuese
cero?
(b) Al eliminar a v_, entre las ecuaciones 28 y 29, podemos
resolver para ¢ y hallar
— DR _ 1.8s.

[ =—

g

Como ejercicio, debetia usted de comprobar estos resultados
usando los métodos de la energia. Halle el cambio de energia
cinética de rotacién y comparelo con el trabajo efectuado por la
torca de friccion. Nétese que, debido a que ocurre una rotacién
con deslizamiento entre el tiempo 0 y el tiempo ¢, el trabajo de
friccion se efectia durante ese periodo.

PREGUNTAS

1. ;Puede la masa de un objeto considerarse como concen-
trada en su centro de masa con el fin de calcular su inercia
de rotacién? Si se puede, explique por qué. Si no, plantee
un contraejemplo.

2. jAlrededor de qué eje es la inercia de rotacidn del cuerpo
humano minima? En torno a qué eje que pase por el centro
de masa es nuestra inercia de rotacion la mayor?

3. ;En torno a qué eje tendria un cubo una inercia de rota-
cion minima?

4. Si dos discos circulares del mismo peso y espesor estén
hechos de metales con densidades diferentes, ;qué disco,
en caso de haber alguno, tendrd la mayor inercia de
rotacion en torno a su eje de simetria?

$. Va a determinarse la inercia de rotacion de un cuerpo de
forma considerablemente complicada. La forma hace extre-
madamente dificil el cdlculo matematico dc_frzdm. Sugiera
modos en los que la inercia de rotacién en torno a un eje
particular podria medirse experimentalmente.

6. En la figura 28 se muestran cinco sélidos en seccion
transversal. Las secciones transversales tienen igual altura
e igual anchura maxima. Los sélidos tienen masas iguales.
¢(Cudl de ellos tiene la inercia de rotacién m4s grande en
torno a un eje perpendicular que pase por el centro de
masa? ;Cual tiene la més pequena?

OH®A®

Cubo Cilindro Prisma Esfera

Figura 28 Pregunta 6

7. ¢Secumpliria la ecuacion 9 si la placa no fuese “delgada”,
esto es, si su espesor fuera comparable a (o incluso mayor
que) a o b?

8. La figura 29a muestra una regla de un metro, de la que
una mitad es de madera y la otra mitad de acero, y cuyo

extremo de madera estd pivoteado en O. Se aplica una
fuerza al extremo de acero en a. En la figura 29b, la regla
esta pivoteada en el extremo de acero en O’ y la misma
fuerza se aplica en el extremo de maderaen a’. ;Se obtiene
la misma aceleracién angular en cada caso? Si no, jen qué
caso es mayor la aceleracion angular?

i

Figura 29 Pregunta 8.

9. Al talar un arbol, un lefiador hace un corte en el lado que
da a la direccion en que va a caer el drbol. Explique por
qué. ;Estaria uno a salvo permaneciendo directamente
detras del drbol en el lado contrario a la caida?

10. Usted puede distinguir un huevo crudo de uno cocido
haciéndolos girar a ambos sobre una mesa. Explique c6-
mo. También, si usted detiene el giro de un huevo crudo
con los dedos y lo suelta répidamente, continuara girando.
(Por qué?

11. Comente cada una de las siguientes aseveraciones sobre
el deporte del esqui. (a) En una catrera de descenso, con-
viene utilizar esquies que no giren con facilidad. (b) En
una carrera de slalom, convienen los esquies que den
vuelta ficilmente. (¢) Por lo tanto, la inercia de rotacién
de los esquies en descenso deberfa ser mas grande que
la de los esquies para slalom. (d) Considerando que existe
una friccidn baja entre los esquies y la nieve, ;cémo ejerce
el esquiador las torcas pata girar a los lados o para detener

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

un giro? (Véase “The Physics of Ski Turns”, por J. L
Shonie y D. L. Mordick, The Physics Teacher, diciembre
de 1972, pag. 491.)

Considérese una vara recta apoyada en su extremo sobre
el hielo (sin friccion). ;Cual seria la trayectoria de su
centro de masa al caer?

Para almacenar energia edlica o enetgia solar, se han
sugerido volantes. La cantidad de energia que puede ser
almacenada en un volante depende de la densidad y de la
resistencia a la traccién del material de que esté hecho el
volante y, para un peso dado, es necesario el material recio
de la menor densidad disponible. ;Puede usted explicar
esto? (Véase “Flywheels”, por R. F. Post y S. F. Post,
Scientific American, diciembre de 1973, pag. 17.)
Explique por qué una rueda que gira sobre una superficie
horizontal plana no disminuye su marcha debido a la
friccion estatica. Suponiendo que no haya deslizamiento,
;qué obligaria a la rueda a disminuir la marcha?
Describa cualitativamente qué le sucede al sistema de la
figura 18 si se le imprime al disco una velocidad angular
inicial, en sentido de las manecillas del reloj, antes de ser
liberado. ;;Qué cambios ocurten, si los hay, en la acelera-
cion lineal del bloque, o en la aceleraciéon angular del
disco? Véase el problema muestra 5.

Explique por qué la rueda es un invento tan importante.

Aparte de su aspecto exterior, jpor qué los automéviles
deportivos tienen ruedas de rayos?

Una bala de caifién y una canica ruedan desde el reposo
por una pendiente hacia abajo. ;Cuél de las dos llega
primero al fondo?

Un envase cilindrico de hojalata lleno de carne de res y
otro envase idéntico lleno de jugo de manzana ruedan por
un plano inclinado hacia abajo. Compare sus aceleracio-
nes angular y lineal. Explique la diferencia.

Un cilindro solido de madera rueda hacia abajo por dos
planos inclinados diferentes de la misma altura pero con
angulos de inclinacion distintos. jLlegara al fondo con la
misma velocidad en cada caso? ;Tardara mds tiempo en
rodar por una pendiente que por la otra? Explique las
respuestas.

Un cilindro sélido de latén y un cilindro sélido de madera
tienen el mismo radio y masa, siendo mas largo el cilindro
de madera. Usted los suelta juntos en la parte superior de
un plano inclinado. ;Cuadl le ganara al otro en llegar al
fondo? Supongamos ahora que los cilindros sean de la
misma longitud (y radio) y que las masas sean iguales por
haber practicado un otificio a lo largo del eje del cilindro
de latén. ;Cual de los dos cilindros ganard la carrera
ahora? Explique las respuestas. Suponga que los cilindros
ruedan sin deslizarse.

Ruth y Rogelio pasean en bicicleta a lo largo de una trayec-
totia a la misma velocidad. Las ruedas de la bicicleta de
Ruth son de un diametro un poco mayor que las ruedas
de la bicicleta de Rogelio. ;Como se comparan las veloci-
dades angulares de sus ruedas? ;Qué puede decir sobre las
velocidades de las pattes superiores de las ruedas?

Un tambo cilindrico, empujado por una tabla desde una
posicion inicial que se muestra en la figura 30, rueda hacia

Preguntas 297

adelante en el suelo una distancia L/2, igual a la mitad de
la longitud de la tabla. No existe deslizamiento en ningin
punto de contacto. ;Dénde estara la tabla entonces? ;Qué
distancia habra recotrido el hombre?

S

Figura 30 Pregunta 23

24. Dos discos pesados estan unidos por una barra corta
de radio mucho menor. El sistema esta situado sobre
una rampa de modo que los discos cuelgan por los lados
como en la figura 31. El sistema rueda rampa abajo sin
deslizamiento. (a) Cerca del fondo de la rampa los dis-
cos tocan a la mesa horizontal y el sistema continiia con
una mayor velocidad de traslacion. Explique por qué. (b)
Si este sistema compitiera con un anillo (de cualquier
radio) en descenso por la rampa, jcual llegaria al fondo
primero?

Figura 31 Pregunta 24.

25. Un yoyo cae hasta el final de su cordon y luego sube por
él. ;Se invierte la direccion de la rotacién en el extremo
final del cordén? Explique la respuesta.

26. Un yoyo descansa sobre una mesa horizontal y puede
rodar libremente (véase la Fig. 32). Si se jala del cordén

Figura 32 Pregunta 26.
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27.

con una fuerza horizontal, como F,, ;en qué sentido rodara
el yoyo? ;Qué sucede cuando se aplica la fuerza F, (pa-
sando su linea de accién por el punto de contacto entre el
yoyo y la mesa)? Si se jala del cordon verticalmente con
la fuerza F,, ;qué sucede?

Una rueda de reborde solida consta de dos discos concén-
tricos unidos, el mas grande de los cuales tiene un radio R
y el mds pequeiio un radio r. La rueda va a rodar a lo largo
de un riel de dos niveles, como se muestra en la figura 33.
Sin embargo, al dar un giro, el centro de la rueda se mueve
una distancia 27zr, segin el disco més pequefio y 2zR
segun el disco mds grande. Explique la aparente discre-
pancia.

Figura 33 Pregunta 27.

28.

Enuncie las tres leyes de Newton para el movimiento en
términos que correspondan a cuerpos en rotacion.

PROBLEMAS

Seccion 12-2 Energia cinética de la rotacion e inercia

1.

de la rotacion

Las masas y coordenadas de cuatro particulas son las
siguientes: 50 g, x =2.0cm, y =2.0cm; 25 g, x =0, y
=40cm;25g,x=-3.0cm,y=-3.0cm;30g,x=-2.0cm,
¥ = 4.0 cm. Calcule la inercia de rotacion de este conjunto
con respecto a los ejes (a) x, (b) y, y (¢) z.

Una molécula tiene una inercia de rotacién de 14,000
u - pm’® y estd girando a una velocidad angular de 4.30
x 10*? rad/s. (a) Exprese la inercia de rotacién en kg - m?.
(b) Calcule la energia cinética de rotacién en eV.

La molécula de oxigeno tiene una masa total de 5.30
x 10 kg y una inercia de rotacion de 1.94 x 10 kg - m?
en torno a un eje que pasa por el centro perpendicular a la
linea que une a los dtomos. Supdngase que tal molécula en
el seno de un gas tiene una velocidad media de 500 m/s y
que su energia cinética de rotacion es de dos tercios de su
energia cinética de traslacion. Halle su velocidad angular
promedio.

Seccién 12-3 Inercia de rotacion de los cuerpos sélidos

4. Unsatélite de comunicaciones es un cilindro uniforme con

1220 kg de masa, 1.18 m de didmetro, y 1.72 m de
longitud. Antes de lanzarlo desde la plataforma del taxi
espacial, se le hace girar a razon de 1.46 rev/s en torno al
eje del cilindro; véase la figura 34. Calcule la energia
cinética de rotacion del satélite.

Cada una de las tres palas del rotor del helicoptero que se
muestra en la figura 35 tiene 5.20 m de longitud y una
masa de 240 kg. El rotor gira a 350 rev/min. (a) ;Cual es
la inercia de rotacion del conjunto del rotor en torno al eje
de rotacion? (Cada pala puede considerarse como una
varilla.) (b) ;Cual es la energia cinética de rotacion?

La figura 36 muestra un bloque uniforme de masa M y
aristas de longitudes a, b, y c. Calcule su inercia de
totacién alrededor de un eje que pase por una esquina y

Figura 34 Problema 4.

Figura 35 Problema 5.

sea perpendicular a la cara grande del bloque. (Sugeren-
cia: Véase la Fig. 9.)

Calcule la inercia de rotacion de una regla de un metro,
cuya masa es de 0.56 kg, en torno a un eje perpendicular
a la regla y que esta situado en la marca de 20 cm.

Dos particulas, cada una de masa m, estan unidas entre si
y aun eje de rotacion por dos varillas, cada una de longitud

Figura 36 Problema 6.

L y masa M, como se muestta en la figura 37. La combi-
nacion gira alrededor del eje de rotacion con una velocidad
angular o. Obtenga las expresiones algebraicas para (a) la
inercia de rotacion de la combinacion en torno a O y (b)
la energia cinética de rotacién en torno a O.

(&)

Figura 37 Problema 8.

10.

11.

(a) Demuestre que la suma de las inercias de rotacién de
un cuerpo laminar plano en torno a dos ejes perpendicu-
lares cualesquiera en el plano del cuerpo es igual a la
inercia de rotacion del cuerpo en torno a un eje perpendi-
cular al plano que pase por el punto donde se intersecan.
(b) Aplique esto a un disco circular para hallar su inetcia
de rotacion en torno a un diametro como eje.

En Europa se utilizan en algunos casos camiones de en-
tregas que operan haciendo uso de la energia almacenada
en un volante giratorio. Los camiones son cargados ha-
ciendo uso de un motor eléctrico para llevar al volante a
su velocidad maxima de 624 rad/s. Este volante es un
cilindro sélido, homogéneo, con una masa de 512 kg y
un radio de 97.6 cm. (a) ;Cual es la energia cinética del
volante después de la carga? (b) Si el camion opera con
un requerimiento de potencia de 8.13 kW en promedio,
(durante cudntos minutos puede operar entre cargas?

(a) Demuestre que un cilindro sélido de masa M y ra-
dio R es equivalente a un aro delgado de masa M y radio
RIW2, cuando ambos giran en torno a un eje central. (b)
La distancia radial desde un eje dado en el que pudiera
estar concentrada la masa del cuerpo sin alterarse la iner-
cia de rotacién del cuetrpo en torno a ese eje se [lama radio
de giro. Sea que k represente al radio de giro y demuestre
que

k=VIIM.

Esto da el radio del “aro equivalente” en el caso general.

12.

Problemas 299

La figura 38 muestra la barra sélida que se considerd en la
seccion 12-3 (véase también la Fig. 6) dividida en un nimero
atbitratio de N trozos. (@) ;Cual es la masa m; de cada
trozo? (b) Demuestre que la distancia de cada trozo al eje
de rotacion puede ser escrita asi: r,= (i - 1)L/ N + (%)L/ N
=(i- %)L /N.(c) Utilice 1a ecuacion 5 para evaluar la inercia
de rotacién de esta barra, y demuestre que se reduce a la
ecuacion 6. Usted puede necesitar las sumas siguientes:

> l=n, > i=nn+1)/2,

i=1 =]

i i2=nln+ 1)2n+ 1)/6.

i=1

Figura 38 Problema 12.

13. Eneste problema buscamos calcular la inercia de rotacion

de un disco de masa M y radio R en torno a un eje que pasa
por su centro y es perpendicular a su supetficie. Considere
un elemento de masa dm en forma de anillo de radio r y
anchura dr (véase la Fig. 39). (a) ;Cual es la masa dm de
este elemento, expresada como una fraccién de 1a masa
total M del disco? (b) ;Cual es la inercia de rotacion dI de
este elemento? (c) Integre el resultado de la patte (b) para
hallar la inercia de rotacidn de todo el disco.

Figura 39 Problema 13.

14. En este problema usamos el resultado del problema ante-

rior de la inercia de rotacion de un disco para calcular la
inercia de rotacion de una esfera sélida uniforme de masa
M y radio R en torno a un eje que pase por su centro.
Considérese un elemento dm de la esfera en forma de disco
de espesor dz a una altura z sobre el centro (véase la
Fig. 40). (@) Expresada como una fraccién de la masa
total M, ;cual es la masa dm del elemento? (b) Conside-
rando al elemento como un disco, jcual es su inetcia de
rotacion dI? (c) Integre el resultado de (b) sobre toda la
esfera para hallar la inercia de rotacion de la esfera.
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Figura 40 Problema 14.

Seccion 12-4 Torca que actiia sobre una particula

15. La figura 41 muestra las lineas de accién y los puntos de

aplicacién de dos fuerzas en torno al origen O. Imagine
que estas fuerzas actiian sobre un cuerpo rigido pivoteado
en O, estando todos los vectores en el plano de la figura.
(@) Halle una expresion para la magnitud de la torca
resultante sobre el cuerpo. (b)) Sir, = 1.30m, r, =2.15m,
F,=420N,F,=490N, 6, = 75.0° y 6, = 58.0°, ;cuales
son la magnitud y la direccion de la torca resultante?

F

Figura 41 Problema 15.

16.

17.

Vuelva a trazar la figura 12 bajo las transformaciones
siguientes: (@) F — -F, (b)r »-r,y (¢)F »-Fyr —-r,
mostrando en cada caso la nueva direccion de la torca.
Compruebe si hay consistencia con la regla de la mano
derecha.

El objeto que se muestra en la figura 42 estd pivoteado en
O. Sobre €l actian tres fuerzas en las ditrecciones que se
muestran en la figura: F, = 10 N en el punto 4, 2 8.0 m de
O;F,=16 Nenelpunto B,a4.0mde O;y F.= 19 Nen
el punto C, a 3.0 m de O. ;Cuiles son la magnitud y la
direccion de la torca resultante con respecto a O?

Figura 42 Problema 17.

18.

(a) Dado que r = ix + jy + kzy F = iF, + jF, + kF,, halle
la torca 7=r % F. (b) Demuestre que si r y F estan en un

plano determinado, entonces 7 no tiene una componente
en ese plano.

Seccion 12-5 Dindmica de la rotacion de un cuerpo rigido

19.

Un cilindro que tiene una masa de 1.92 kg gira en torno a
su eje de simetria. Se le aplican las fuerzas que se mues-
tranenlafigura43: F,=588N,F,=4.13N,y F, =2.12N,
También, R, =4.93 cm y R, = 11.8 cm. Halle la magnitud
y la direccién de la aceleracion angular del cilindro.

F1
<]

Figura 43 Problema 19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Un cascaron esférico tiene un radio de 1.88 m. La aplica-
cion de una torca de 960 N * m le imparte una aceleracion
angular igual a 6.23 rad/s’ en torno a un eje que pasa por
el centro del cascardn. Calcule (a) la inercia de rotacidn
del cascarén enforno al eje de rotacion y (b) la masa del
cascatron.

En el acto de saltar desde un trampolin, un clavadista
cambié su velocidad angular de cero a 6.20 rad/s en 220 ms.
La inercia de rotacién del clavadista es de 12.0 kg - m®. (a)
Halle la aceleracion angular durante el salto. (b) ;Qué torca
externa actuo sobre el clavadista durante el salto?

El motor de un automévil desarrolla 133 hp (= 99.18 kW)
cuando gira a 1820 rev/min. ;Cual es la torca desarrollada?
Una rueda de 31.4 kg y un radio de 1.21 m est4 girando a
razon de 283 rev/min. Debe ser detenida en 14.8 s. Halle
la potencia promedio requerida. Suponga que la rueda es
un aro delgado.

Sienlafigura 18a R=123cm,M=396g,ym=487g,
halle la velocidad del bloque después de que descen-
di6 54.0 cm comenzando desde el teposo. Resuelva el
problema usando los principios de conservacién de la
energia.

Suponga que la Tietra es una esfera de densidad uniforme.
(@) Calcule su enetgia cinética de rotacién. (b) Supon-
ga que esta energia puede ser aprovechada para nuestro
uso. ;Durante cuanto tiempo podria la Tierra suministrar
1.00 kW de potencia a cada uno de los 4.20 x 10° habitan-
tes de la Tierra?

La figura 44 muestra una puerta blindada de gran masa en
la instalacién para probar neutrones del Lawrence Liver-
mote Laboratory; ésta es la puerta de bisagras mas pesada
del mundo. La puerta tiene una masa de 44,000 kg, una
inercia de rotacioén en torno a la linea de sus bisagras de
8.7 x 10* kg - m% y una anchura de 2.4 m. ;Qué fuerza
uniforme, aplicada en el borde exterior en angulo recto

Figura 44 Problema 26.

27.

28.

con la puerta, puede moveria desde el reposo en un angulo
de 90° en 30 s?

Sobre una polea que tiene una inercia de rotacion de
1.14 x 10? kg - m? y un radio de 9.88 cm actia una fuerza,
aplicada tangencialmente a su borde, que varia en el tiempo
segun F =0.496¢ + 0.305¢, donde F esta en newtons y ¢ esta
en segundos. Sila polea estaba inicialmente en reposo, halle
su velocidad angular 3.60 s después.

La figura 45 muestra dos bloques, cada uno de masa m,
suspendidos de los extremos de una barra rigida carente
de peso de longitud L, + L,, siendo L, =20.0cm y L, =
80.0 cm. La barra es sostenida en posicion horizontal
como se muestra en la figura y luego se deja caer. Calcule
las aceleraciones lineales de los dos bloques cuando co-
mienzan a moverse.
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Figura 45 Problema 28.

29. Dos bloques idénticos, cada uno de masa M, estan unidos

por un corddn que pasa sobre una polea sin friccion de
radio Ry de inercia de rotacion I (Fig. 46). El cordén no
se desliza sobre la polea, y no se sabe si existe o no existe
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friccién entre el plano y el bloque al deslizarse. Cuando
este sistema se deja caer, se halla que la polea gira a través
de un dngulo 6 en el tiempo ¢ y que la aceleracion de los
bloques es constante. (a) ;Cual es la aceleracion angular
dela polea? (b) ;Cual es la aceleracion de los dos bloques?
(¢) {Cuales son las tensiones en las secciones superiot e
inferior del cordon? Todas las respuestas deben expresarse
entérminosde M, LR, 0,8,y t.

Figura 46 Problema 29.

30.

31.

32.

33.

34.

3s.

Una rueda de masa My radio de giro k (véase el problema
11) gira sobre un eje horizontal fijo que pasa por su cubo.
Supéngase que el cubo roce al eje de radio a solamente en
el punto mas alto, siendo u, el coeficiente de friccion
cinética. Se le da a la rueda una velocidad angular inicial
@, Suponga una deceleracién uniforme y halle (a) el
tiempo transcurrido y (b) el nimero de revoluciones antes
de que la rueda se detenga por completo.

En una maquina Atwood un bloque tiene una masa de
512 g y el otro una masa de 463 g. La polea, que esta
montada en chumaceras horizontales sin friccion, tiene un
radio de 4.90 cm. Cuando es liberada a partir del reposo,
se observa que el bloque mas pesado cae 76.5cmen 5.11s.
Calcule la inetcia de rotacion de la polea.

Una rueda en forma de disco uniforme de 23.0 cm de radio
y 1.40 kg de masa gira a razon de 840 rev/min en roda-
mientos sin friccion. Para detener a la rueda, se oprime la
zapata de un freno contra el borde de la rueda con una
fuerza de 130 N, dirigida radialmente. La rueda completa
2.80 revoluciones antes de detenerse. Halle el coeficiente
de friccion entre la zapata del freno y la periferia de la
rueda.

Una vara de 1.27 m de longitud se mantiene vertical con
un extremo sobre el piso y luego se deja caer. Halle la
velocidad del otro extremo cuando alcanza el suelo, supo-
niendo que el extremo del suelo no se deslice.

Una esfera hueca, uniforme, gira en torno a un eje vertical
en chumaceras sin friccién (Fig. 47). Un cordén delgado
pasa alrededor del ecuador de la esfera, sobre una polea,
y estd unido a un objeto pequefio que, por otra parte, esta
libre de caer bajo la influencia de la gravedad. ;Cual es la
velocidad del objeto después de que ha caido una distancia
h desde el reposo?

Una barra uniforme de acero de 1.20 m de longitud y
6.40 kg de masa tiene unida en cada extremo una pequefia
bola de 1.06 kg de masa. La barra esta obligada a girar en
un plano horizontal con respecto a un eje vertical que pasa
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Figura 47 Problema 34.

36.

por su punto medio. En cierto momento se observa que
estd girando a una velocidad angular de 39.0 rev/s. Debido
a la friccion del eje, llega al reposo 32.0 s mas tarde.
Calcule, suponiendo una torca por friccion constante, (a)
la aceleracién angular, (b) la torca retardante ejercida
por la friccion del eje, (c) la energia disipada por la fric-
cion del eje, y (d) el nimero de revoluciones ejecutadas
durante los 32.0 s. (¢) Supdngase ahora que se sabe que la
torca por friccién no es constante. ;Cual, si hay alguna, de
las cantidades (a), (b), (c), o (d) puede calcularse sin
requerit ninguna informacién adicional? Si hay alguna
cantidad, dé su valor.

Un cuerpo rigido estd hecho de tres varillas idénticas
aseguradas entre si en forma de letra H (Fig. 48). El cuerpo
estd libre de girar en torno a un eje horizontal que pasa por
una de las piernas de la H. Se permite que el cuerpo caiga
partiendo del reposo desde una posicidn en que el plano
de la H es horizontal. ;Cuil es la velocidad angular del
cuerpo cuando el plano de la H es vertical?
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Figura 48 Problema 36.

37.

38.

La pala del rotor de un helicoptero tiene una longitud de
7.80 m y una masa de 110 kg. (a) ;Qué fuerza se ejerce
sobre el perno que une a la pala con el eje del rotor cuando
éste estd girando a razon de 320 rev/min? (Sugerencia:
Para este cdlculo puede consideratse que la pala es una
masa puntual situada en el centro de masa. ;Por qué?) (b)
Calcule la torca que debe ser aplicada al rotor para llevarlo
a una velocidad plena desde el reposo en 6.70 s. Ignore la
tesistencia del aire. (Para este cilculo no puede conside-
rarse que la pala sea una masa puntual. ;Por qué no?
Suponga la distribucion de una barra uniforme.)

Una chimenea alta se rompe cerca de su base y cae.
Exprese (a) la aceleracion lineal radial y (b) 1a aceleracion
lineal tangencial de la parte superior de la chimenea en
funcién del dngulo 8 formado por la chimenea con la
vertical. (c) ;Puede exceder de g la aceleracion lineal
resultante? (d) La chimenea se rompe durante la caida.

39.

40.

41.

Explique como puede suceder esto. (Véase “More on the
Falling Chimney”, por Albert A. Bartlett, The Physics
Teacher, septiembre de 1976, pag 351).

La longitud del dia aumenta alrededor de 1 ms/siglo. Esto
se debe primordialmente a las fuerzas de friccion genera-
das por el movimiento del agua en los mares de poca
profundidad del mundo en respuesta a las fuerzas de la
marea ejercidas por el Sol y la Luna. (a) ; En qué cantidad
esta perdiendo energia cinética de rotacion la Tierra? ()
(Cudl es la aceleracion angular? (¢) Qué fuerza tangen-
cial, en las latitudes 60° N y 60° S, ejercen los mares sobre
el lecho marino cercano a las costas?

Un disco uniforme de radio R y masa M gira a una
velocidad angular ,. Esta colocado sobre una superficie
horizontal plana; el co€ficiente de friccion cinética entre
el disco y la superficie es y,. (a) Halle la torca por friccion
sobre el disco. (b) ;Cudnto tiempo le tomara al disco llegar
al reposo?

Un automovil esta equipado con un volante que conserva
la energia el cual, en operacidn, esta engranado a la flecha
motriz de modo tal que gira a razén de 237 rev/s cuando
el automovil viaja a 86.5 km/h. La masa total del automé-
vil es de 822 kg, el volante pesa 194 N, y es un disco
uniforme de 1.08 m de didmetro. El automévil desciende
por una pendiente de 5.00° de 1500 m de longitud, par-
tiendo del reposo, con el volante embragado y sin que el
motor proporcione potencia alguna. Despreciando la fric-
cion y la inercia de rotacion de las ruedas, halle (a) la
velocidad del automévil en el pie de la pendiente, (b)
la aceleracion angular del volante en el pie de la pendiente,
y (¢) la potencia absorbida por la rotacion del volante en
el pie de la pendiente.

Seccion 12-6 Movimientos de rotacién y de traslacion

42.

43.

4s.

combinados

Una esfera sdlida de 4.72 cm de radio rueda hacia arriba
por un plano inclinado a un angulo de 34.0°. En el fondo
del plano inclinado el centro de masa de la esfera tiene una
velocidad de traslacion de 5.18 m/s. (a) ;Qué distancia
recorrera la esfera por el plano hacia arriba? (b) ;Cudnto
tiempo le toma regresar al pie del plano? (c) ;Cuantas
rotaciones completa la esfera durante el viaje completo?

Un aro que rueda por un plano inclinado con un angulo de
inclinacién 6 matcha al patejo con un bloque que se
desliza por el mismo plano. Demuestre que el coeficiente
de friccidn cinética entre el bloque y el plano esta dado
por 4, = 2 tan 6.

Un aro de 3.16 m de radio tiene una masa de 137 kg. Rueda
a lo largo de un piso horizontal de modo que su centro de
masa tiene una velocidad de 0.153 m/s. ;Cuénto trabajo
debe realizarse sobre el aro para detenerlo?

Un automovil que viaja a 78.3 km/h tiene llantas de
77.0 cm de diametro. (a) ;Cual es la velocidad angular
de las llantas con respecto al eje? (b) Si el automovil se
detiene uniformemente en 28.6 vueltas de las llantas (sin
patinar), jcual serd la aceleracion angular de las ruedas?
(c) (Cuanto avanza el automovil durante este periodo de
frenado?

46.

47.

48.

49,

Un automévil de 1040 kg tiene cuatro ruedas de 11.3 kg.
. Qué fraccion de la energia cinética total del automovil se
debe a la rotacion de las ruedas en torno a sus ejes?
Suponga que las ruedas tienen la misma inercia de rota-
cion que los discos de la misma masa y tamafio. Explique
por qué no se necesita conocer el radio de las ruedas.

Un yoyo (véase el problema 7) tiene una inercia de rota-
cion de 950 g - em? y una masa de 120 g. El radio de su
eje tiene 3.20 mm y su cordén tiene 134 cm de longitud.
El yoyo rueda desde el reposo hacia abajo hasta el extremo
del cordén. (a) ;Cuél es su aceleracion? (b) ;Cuéanto
tiempo le toma llegar al final del cordén? (c) Si el yoyo se
queda estancado en el extremo del cordon en un movi-
miento giratorio puro, ;cual es su velocidad angular, en
rev/s? (d) Repita (¢), peto esta vez suponga que el yoyo
se lanza hacia abajo con una velocidad inicial de 1.30 m/s.
Una esfera uniforme rueda por un plano inclinado. (a)
;Cuil debe ser el angulo de inclinacién si la aceleracion
lineal del centro de la esfera ha de ser de 0.133g? (b) Para
este angulo, ;jcual seria la aceleracién de un bloque sin
friccién que se deslizara por el plano inclinado?

Una esfera homogénea atranca desde el reposo en el
extremo superior de la pista que aparece en la figura 49 y
rueda sin deslizarse hasta que se sale por el extremo de la
derecha. Si H=60m y A =20 m y la pista es horizontal
en el extremo de la derecha, determine la distancia a la
derecha del punto A a la que la bola golpea la linea
horizontal de base.

I

e

Figura 49 Problema 49.

50.

51.

Una canica sélida pequefia de masa m y radio r rueda sin
deslizamiento a lo largo de la pista en rizo que se muestra
en la figura 50, habiendo sido liberada desde el reposo en
algun punto de la seccion recta de la pista. (@) ;| Desde qué
altura minima desde el fondo de la pista debera soltarse la
canica con el fin de que se quede en la pista en Ia parte
superior del rizo? (El radio del rizo es R; suponga que
R >>r). (b) Si la canica se suelta desde una altura de 6R
medida desde el fondo de la pista, ;cual es la componente
horizontal de la fuerza que actua sobre ella en el punto Q?
Un cilindro sélido de longitud L y radio R tiene un peso
W. Alrededor del cilindro estan enrolladas dos cuerdas,
cada una de ellas cerca de cada extremo, y los extremos
de las cuerdas estan unidos a ganchos en el techo. El
cilindro se mantiene horizontalmente con las dos cuerdas
exactamente verticales y luego se deja caer (Fig. 51). Halle
(a) a tension en cada cuerda cuando se desenrollan y (b)
la aceleracion lineal del cilindro cuando cae.
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Figura 50 Problema 50.

Figura 51 Problema 51.

52.

Una longitud L de cinta flexible esta enrollada firmemen-
te. Luego se deja que se desenrolle mientras rueda por
una pendiente inclinada que forma un angulo 6 con la
horizontal, estando clavado el extremo superior de la cinta
(Fig. 52). Demuestre que la cinta se desentolla completa-
mente en un tiempo T = W

Figura 52 Problema 52.

53.

54.

55.

Demuestre que un cilindro se deslizard por un plano
inclinado de angulo de inclinacion 8 si el coeficiente de
friccion estdtica entre el plano y el cilindro es menor
de 1 tan 6.

Un cuerpo rueda horizontalmente sin deslizamiento con
una velocidad v. Luego rueda hacia arriba en un monticulo
hasta una altura méaxima h. Si & = 3v%/4g, ;qué cuerpo
puede ser?

Un disco uniforme, de masa M y radio R, esta sobre un
lado inicialmente en reposo sobre una supetficie hori-
zontal carente de friccion. Luego se aplica una fuerza
constante F tangencialmente en su perimetro por medio
de un corddn enrollado alrededor de su borde. Describa el
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movimiento (de rotacién o de traslacién) posterior del
disco.

56. Un aparato para probar la resistencia al patinazo de llantas
de automévil esta construido como se muestra en la figu-
ra 53. Inicialmente la llanta no tiene movimiento y esta
sujeta a un bastidor ligero que pivotea libremente en los
puntos A y B. La inercia de rotacion de la rueda en torno
a su eje es de 0.750 kg - m?, su masa es de 15.0 kg, y su
radio es de 30.0 cm. La llanta est4 situada sobre la super-
ficie de una banda transportadora que se mueve a una T
velocidad superficial de 12.0 m/s, de modo que AB es
horizontal. (a) Si el coeficiente de friccion cinética entre
la llanta y la banda transportadora es de 0.600, ;que
tiempo necesitara la rueda para alcanzar su velocidad
angular final? (b) ;Cual sera la longitud de la sefial que
deje el patinazo sobre la superficie del transportador?

CAPITULO 13

IMPETU )

Figura 54 Problema 57.

En el capitulo 12 hemos estudiado la dindmica del movimiento de rotacién de un cuerpo rigido
alrededor de un eje fijo en un marco de referencia inercial. Hemos visto que la relacion escalar
T 7= 1Ia, en la que sélo se consideraban las componentes de la torca externa a lo largo del e¢je
de rotacion, era suficiente para resolver los problemas dindmicos en este caso especial.

En este capitulo continuamos este andlisis y lo extendemos a situaciones en las que el eje de
rotacion puede no estar fijo en un marco de referencia inercial. Para resolver estos problemas
dindmicos desarrollamos y empleamos una relacion vectorial para el movimiento de rotacion,
que es andloga a la forma vectorial de la segunda ley de Newton, ¥ = dP/d:. Presentamos
también el impetu angular y demostramos su importancia como una propiedad dindmica de las

Figura 55 Problema 58.

Figura 53 Problema 56.

57. Un cilindro sélido de 10.4 cm de radio y 11.8 kg de masa
arranca desde el reposo y rueda sin deslizatse una distan-
cia de 6.12 m por el techo de una casa, el cual tiene una
inclinacién de 27.0°. (a) ;Cuadl es la velocidad angular del
cilindro en torno a su centro al abandonar el techo de la
casa? (b) La pated exterior de la casa tiene 5.16 m de
altura. ;A qué distancia de la pared golpea el cilindro el
nivel del suelo? Véase la figura 54.

58. Un cilindro sélido de 23.4 kg de masa y 7.60 cm de radio
tiene una cinta delgada enrollada a su alrededor. La cinta
pasa sobre una polea ligera sin friccion hasta un objeto de
4.48 kg de masa, que cuelga verticalmente (véase la Fig. 55).
E} plano sobre el que se mueve el cilindro esta inclinado a
28.3° sobre la horizontal. Halle (a) la aceletacién lineal del
cilindro al rodar por el plano inclinado y (b) la tension en la
cinta, suponiendo que no hay deslizamiento.

59. Una estudiante arroja una regla de longitud L hacia arti-
ba en el aire. En el momento en que la regla abandona
su mano la velocidad del extremo mas cercano de la regla
es cero. Esta completa N vueltas hasta que es atrapada
por la estudiante en el punto de liberacion inicial. De-
muestre que la altura h a la que se elevd el centro de masa
es h = nNL/4.

60. Una bola de billar es golpeada por un taco como se aprecia
en la figura 56. La linea de accion del impulso aplicado
es hotizontal y pasa por el centro de la bola. La velocidad
inicial v, de Ia bola, su radio R, sumasa M, y el coeficiente
de friccion y, entre la bola y la mesa son todos conocidos.
,Qué tan lejos se movera la bola antes de que cese su
deslizamiento sobre la mesa?

Figura 56 Problema 60.

rotaciones.

Finalmente, demostramos que, en sistemas en los que no actiia una torca externa neta, puede
aplicarse la importante ley de la conservacién del impetu angular.

13-1 IMPETU ANGULAR
_ DE UNA PARTICULA

Hemos visto que el impetu lineal es 1til en los casos que
interviene el movimiento de traslacion de particulas ais-
ladas o de sistemas de particulas, incluyendo a los cuerpos
rigidos. Por ejemplo, el impetu lineal se conserva en las
colisiones. Para una particula aislada el impetu lineal es
p = mv (Ec. 19 del capitulo 9); para un sistema de parti-
culas es P = Mv_, (Ec. 25 del capitulo 9), en donde M es
la masa total del sistema y v, es la velocidad del centro
de masa. En el movimiento de rotacién, el anilogo del
impetu lineal se llama impetu angular, que definimos a
continuacién para el caso especial de una particula aisla-
da. Posteriormente, ampliamos la definicion para incluir
sistemas de particulas, y demostramos que el impetu
angular es un concepto tan util en el movimiento de
rotacion como lo es el impetu lineal en el movimiento
de traslacion.

Consideremos una particula de masa m e impetu lineal
P en una posicion r respecto al origen O de un marco de
referencia inercial; para mayor conveniencia (véase la
Fig. 1) hemos elegido que el plano xy sea el plano definido

I=rxp
0 y
r p
m
P ]
S
~

x

Figural Una particula de masa m, localizada en el punto P
por el vector de posicion r, tiene un impetu lineal p = mv.
(Para mayor simplificacion se supone que tanto r como p
estan en el plano xy.) Respecto al origen O, la particula tiene
un impetu angular de I = r x p, paralelo al eje z en este caso.

por los vectores p y r. Definimos que el impetu angular 1
de la particula respecto al origen O sea

I=rxp. N
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N ét.e§e que debemos especificar el origen O con objeto de
definir al vector de posicion r en la definicion del impetu
angular.

El impetu angular es un vector. Su magnitud esta dada
por

l=rpsen 0. @)

d9nde 0 es el angulo mds pequefio entre r y p y su
direccion es normal al plano formado por r y p. El sentido
esta dado por la regla de la mano derecha: hagase girar a
r sobre p, en el angulo mas pequefo entre ellos, con los
dedos de la mano derecha doblados; el pulgar derecho
extendido apunta entonces en la direccidn de | (paralela al
eje z en la Fig. 1).

También podemos escribir la magnitud de 1 ya sea como

[=(rsen 8)p=pr,, Ba)

O como

I=r(psen §)=rp,, (3b)

donde r, (= r sen 8) es la componente de r en angulo recto
con la linea de accion de p, y p, (= p sen 6) es la
componente de p en angulo recto con r. La ecuacién 3b
muestra que sélo la componente de p perpendicular a r
contribuye al impetu angular. Cuando el dangulo 6 entre r
y p es 0° 6 180°, no existe una componente perpendicular
(p, = p sen 0 = 0); entonces la linea de accién de p pasa
por el. origen, y r, es también cero. En este caso ambas
ecuaciones 3a y 3b muestran que el impetu angular [ es
cero.

Derivaremos ahora una relacién importante entre la
tc?rca y el impetu angular para una sola particula. Primero
diferenciamos a la ecuacion 1 y obtenemos

A _d
=2 Exp). )

.La derivada de un producto vectorial se considera de la
misma manera que la derivada de un producto ordinario,
excepto que no debemos cambiar el orden de los términos.
Tenemos

Pero.dr/dt es la velocidad instantanea v de la particula, y
p es igual a mv. Haciendo estas sustituciones en el primer
producto de la derecha, obtenemos

dl dp
E—(vxmv)+rx7t. (5)
Ahora v x mv = 0, porque el producto vectorial de dos
vectores paralelos es cero. Reemplazando a dp/dt en el

segundo producto por la fuerza neta £ F que actua sobre
la particula, tenemos

dl
E—I'XEF.

El lado derecho de esta ecuacién es precisamente la
torca neta ¥ 7. Por lo tanto, obtenemos

_dl
2 1= ?d_[- > (6)
] P

que afirma que la torca neta que actiia sobre una pai ticula

es igual a la razon de cambio con respecto al tiempo de

impetu angular. En esta ecuacion, tanto la torca 7 como

el impetu angular | deben definirse con respecto al mismo

origen. La ecuacién 6 es el andlogo de rotacion de la

ecuacion 20 del capitulo 9, £ F = dp/dt, que establece que

la fuerza neta que actua sobre una particula es igual a la

razén de cambio con respecto al tiempo de su impetu
lineal.

La ecuacién 6, como todas las ecuaciones vectoriales

es equivalente a tres ecuaciones escalares, a saber, ’

_di, _d d,
ETX dt’ Ety__d—tz’ 2"'-2:—;17' (7)

Por lo tanto, la componente x de la torca externa neta esta
('iada por el cambio con el tiempo de la componente x del
nppetu angular. Se obtienen resultados similares para las
direcciones y y z.

Plroblema mulestra IP gna particula de masa m se libera desde
el reposo en el punto P de la figura 2, cayendo paralela al ej
(yertlcal). (a) Halle la torca que actia };obre Ir:: en cualqul?ei
tiempo ¢, con respecto al origen O. (b) Halle el impetu angular
de m en cualquier tiempo ¢, con respecto a este mismo origen.
(c) Demuestre que la relacién X 7= dl/dt (Ec. 6) da un resultado
correcto cuando se aplica a este conocido problema.

Solucién (a) La torca estd dada por 7=r x F, y su magnitud es
T=rFsen 6.

En este ejemplo r sen 8= by F = mg, de modo que
T = mgb = una constante.

Nétese que la torca es simplemente el producto de la fuerza mg
por el brazo de momento b. La regla de la mano derecha muestra
que 7 estd dirigida perpendicularmente en la figura.

(b) El impetu angular estd dado por la ecuacion 1,1 =r % p
Su magnitud es, de la ecuacion 2, , .

!=rp sen 6.
En este ejemplo r sen 6 = by p = mv = m(gt), de modo que
1= mgbht.

L.a reglade la mano.derecha muestra que | esta dirigido perpen-
dicularmente en la figura, lo que significa quel y 7son vectores

b

F(= mg), o= mv)

y

Figura2 Problema muestra 1. Una particula de masa m cae
verticalmente desde el punto P. La torcaTy el impetu angular
1 con respecto al origen O estén dirigidos perpendicularmente
en la figura, como se indica con el simbolo ® en el punto 0.

paralelos. El vector 1 cambia con el tiempo de magnitud sola-
mente, su direccién permanece siempre la misma en este caso.
(c) Escribiendo la ecuacién 6 en términos de magnitudes,

tenemos
dl

-
Sustituyendo la expresion para Ty 1 de (@) y (b) tenemos que

mgh= % (mgbt) = mgb,

la cual es una identidad. Entonces la relacion T = d1/dt rinde
resultados correctos en este caso. En efecto, si cancelamos a la
constante b de los primeros dos términos de arriba y sustituimos
a gt por la cantidad equivalente v, tenemos

d
mg = — (mv).

Puesto que mg = Fy mv=p, éste es el conocido resultado F =
dp/dr. Entonces, como lo hemos indicado anteriormente, las
relaciones como T = d1/dt, aunque a menudo se usan en forma
generalizada, no son postulados bésicos nuevos de la mecanica
clasica sino mas bien la reformulacion de las leyes de Newton
en el caso del movimiento de rotacion.

Nétese que los valores de 7y de I dependen de nuestra
eleccion del otigen, esto es, de b. En particular, si b = 0, entonces

r=0yl=0.

"13.2 SISTEMAS DE PARTICULAS

Hasta aqui hemos estudiado solamente particulas aisla-
das. Para calcular el impetu angular total L de un sistema
de particulas con respecto a un punto dado, debemos
sumar vectorialmente los impetus angulares de todas las
particulas individuales en torno a este punto. Para un
sistema que contenga N particulas, tenemos, entonces,
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N
L=L+L+ - +hLh=YL
n=1

donde la suma (vectorial) se ha tomado sobre todas las
particulas del sistema.

A medida que el tiempo pasa, el impetu angular total L
del sistema con respecto a un punto de referencia fijo
(el cual elegimos, como en nuestra definicién basica de |
en la ecuacién 1, que sea el origen de un marco de
referencia inercial) puede cambiar. Esto es,

dL_a, d,, . _<gd
2 a T ar 2

Para cada particula, dl, /dt = T,, ¥ haciendo esta sustitu-
cion tenemos que

dL
-d—t'=2'tn.

Es decir, la razén de cambio con respecto al tiempo del
{mpetu angular total de un sistema de particulas, es igual
a la torca neta que actua sobre el sistema.

Entre las torcas que actuen sobre el sistema estaran (1)
las torcas ejercidas sobre las particulas del sistema por
fuerzas internas entre las particulas y (2) las torcas ejerci-
das sobre las particulas del sistema por fuerzas externas.
Si la tercera ley de Newton se cumple ensu llamada forma
fuerte, esto es, si las fuerzas entre dos particulas cuales-
quiera no sélo son iguales y opuestas sino que también
estan dirigidas a lo largo de la linea que une a las dos
particulas, entonces la torca interna total es cero porque
la torca resultante de cada par de fuerzas accion-reaccién
internas es cero.

De aqui que la primera fuente, la torca a partir de las
fuerzas internas, no contribuya al cambio en L. Sdlo
permanece la segunda fuente (la torca a partir de las
fuerzas externas), y podemos escribir

dL
2 Text = —d? ’ ®)

donde LT, es la suma de las torcas externas queé actilan
sobre el sistema. Asi, decimos que la torca externa neta
que actiia sobre un sistema de particulas es igual a la
razon de cambio en el tiempo del impetu angular total del
sistema. La torca y el impetu angular deben calcularse con
respecto al mismo origen de un marco de referencia
inercial. En situaciones en las que no es probable que surja
una confusion, evitamos el subindice de 7, para mayor
conveniencia.

La ecuacion 8 es la generalizacion de la ecuacion 6 a
muchas particulas. Se cumple tanto si las particulas que
forman el sistema estdn en movimiento unas respecto a
las otras o si tienen relaciones espaciales fijas, como en
un cuerpo rigido.

La ecuacion 8 es la analogia de rotacioén de la ecuacion
27 del capitulo 9, EF,, = dP/dt, que nos dice que para un
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P + Apy

Fi P
(@
o AP ;
2 Ei A
F, > PL

(L

Figura 3 (a) Cuando una componente de una fuerza F,
achia paralelamente al impetu lineal p de una particula, el
impetu lineal cambia en Ap,, el cual es paralelo a p. (b)
Cuando una componente de una fuerza F, actia
perpendicularmente al impetu lineal p de una particula, el
fmpetu lineal cambia en Ap, el cual es perpendicular a p. La
particula se mueve ahora en la direccion de la suma vectorial

p+ap,.

sistema de particulas (cuerpo rigido o no) la fuerza externa
neta que actua sobre el sistema es igual a la razén de
cambio en el tiempo de su impetu lineal total.

Extendamos mas alla la analogia entre el modo en que
una fuerza cambia el impetu lineal y el modo en que una
torca cambia el impetu angular. Supongamos que una
fuerza F actua sobre una particula que se mueve con
impetu lineal p. Podemos resolver a F en dos componen-
tes, como se muestra en la figura 3: una componente (F,)
es paralela a la direccion (instantanea) de p y otra (F ) es
perpendicular a p. En un intervalo de tiempo pequeiio At,
la fuerza produce un cambio en el impetu Ap, determinado
de acuerdo con F = Ap/At. Asi, Ap es paralelo a F. La
componente F, da un cambio en el impetu Ap, paralelo a
P, que se suma a p y cambia su magnitud pero no su
direccion (véase la Fig. 3a). La componente perpendicular
F,, por otra parte, proporciona un incremento Ap, que
cambia la direccion de p pero, cuando Ap, es pequeiio
comparado con p, deja a la magnitud de p sin alteracién
(véase la Fig. 3b). Un ejemplo de lo ultimo es una particula
que se mueve en circulo a velocidad constante sujeta
solamente a una fuerza centripeta, la cual es siempre
perpendicular a la velocidad tangencial.

El mismo analisis rige para la accién de una torca, como
se muestra en la figura 4. En este caso, 7= AL/A¢t, y AL
debe ser paralelo a 7. Una vez mas resolvemos a 7en dos
componentes, 7 paralelo a L y 7, perpendicular a L. La
componente de 7 paralela a L cambia de magnitud al
impetu angular, pero no de direccion (Fig. 4a). La com-
ponente de T perpendicular a L da un incremento AL,
perpendicular a L, que cambia la direccion de L pero no
su magnitud (Fig. 4b). Esta tltima condicién es responsa-
ble del movimiento de los ttompos y de los giroscopios,
como veremos en la seccidén 13-5. Al comparar las figuras

L + ALy

r.__b.——]

Ty > @ L ALy
(@)

[\

&\ VI AL,
Ty

L

®)

Figura 4 (a) Cuando la componente 7, de una torca actua
patalelamente al impetu angular L de un sistema, el impetu
angular cambia en AL, el cual es paralelo a L. (b) Cuando
una componente 7, de una torca actia perpendicularmente al
impetu angular L de un sistema, el impetu angular cambia en
AL, el cual es perpendicular a L. El eje de rotacion apunta
ahora en la direccién que corresponde a la suma vectorial
L+AL,.

3 y 4 podemos ver las semejanzas entre la dinamica de
rotacion y la dinamica de traslacion.

Una comparacion adicional entre los fendmenos lineal
y de rotacién es que no se efectia ningun trabajo si (1) la
fuerza actua en dngulo recto con el impetu lineal (Fig. 3b),
o (2) la torca actua en dngulo recto con el impetu angular
(Fig. 4b). En cada caso, el agente externo no provoca
un cambio en la energia cinética, y el movimiento conti-
nua con la misma velocidad lineal o de rotacion.

En la figura 5 se muestra un ejemplo de la aplicacion
de la ecuacion 8 a la dindmica de la rotacién. En la
figura 5a, un extremo del eje de una rueda de bicicleta que
esta girando descansa libremente sobre un poste, y el otro
extremo estd detenido por la mano de un estudiante. El
estudiante empuja tangencialmente a la rueda en la llanta,
con objeto de hacer que gire mas rapidamente. Conside-
rada con respecto al centro de la rueda, la torca ejercida
por el estudiante es paralela al impetu angular de la rueda,
apuntando ambos vectores (7y L) hacia el estudiante. El
resultado de esta torca es un aumento en el impetu angular
de la rueda. En la figura 5b, el estudiante ha soltado un
soporte del eje. Consideremos ahora las torcas respecto al
punto de soporte que permanece. Existen dos fuerzas que
actuan, una fuerza normal al punto de soporte, que no
produce ninguna torca respecto a ese punto, y el peso de
la rueda que actia hacia abajo en el centro de masa. La
torca respecto al punto O debido al peso es perpendicular
a L, y su efecto es, por lo tanto, un cambio en la direccion
de L, como en la figura 4b. Sin embargo, puesto que la
direccién de L es también la direccion del eje,* el efecto

* Esto se cumple sdlo si el eje de rotacién es también un eje de
simetria del cuerpo; véase la seccién 13-3.

(@)

Figura § (a) Una fuerza tangencial f en la llanta de la rueda
proporciona una torca T (tespecto al centro de la rueda) a lo
largo del eje de rotacion, aumentando la magnitud de la
velocidad angular de la rueda pero dejando a su direccidn sin
alterar. (b) Cuando el extremo del eje se libera, la torca de la
gravitacion respecto al punto O apunta hacia el papel, esto es,
perpendicularmente al eje de rotacion, como en la figura 4b.
Esta torca cambia la direccion del eje de rotacion, y el eje de
la tueda se mueve en el plano horizontal hacia la posicién
mostrada por la linea punteada.

de la fuerza de la gravedad (hacia abajo) es girar al eje
hacia un lado. La rueda pivoteara lateralmente respecto al
punto de soporte. jEnsayelo! (Si usted no tiene a la mano
una rueda de bicicleta montada libremente, un giroscopio
de juguete funciona de la misma manera.)

Como la hemos derivado, la ecuacién 8 se cumple
cuando 7y L se miden con respecto al origen de un
marco de referencia inercial. Bien podriamos preguntar-
nos si se cumple todavia cuando medimos a estos dos
vectores con respecto a un punto arbitrario (digamos, una
particula determinada) del sistema en movimiento. En
general, tal punto se moveria de manera complicada si el
cuerpo o sistema de particulas se trasladara, se volteara y
cambiara su configuracién, y la ecuacion 8 no se aplicaria
a tal punto de referencia. Sin embargo, si se elige que el
punto de referencia sea el centro de masa del sistema, aun
cuando este punto pudiera estar acelerando en nuestro
marco de referencia inercial, entonces la ecuacién 8 si se
cumple. (Véase el problema 8.) Esta es otra notable pro-
piedad del centro de masa. Entonces podemos separar el
movimiento general de un sistema de particulas en el mo-
vimiento de traslacién de su centro de masa (Ec. 27 del
capitulo 9) y un movimiento de rotacién en torno a su
centro de masa (Ec. 8).

13-3 IMPETUANGULAR
__YVELOCIDAD ANGULAR

Para presentar casos en los que sea absolutamente nece-
sario considerar la naturaleza vectorial de la velocidad
angular, de la torca, y del impetu angular, consideraremos
primero un ejemplo sencillo del giro de una particula que
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ilustra un caso en que la velocidad angular y el impetu
angular no son paralelos.

La figura 6a muestra una particula aislada de masa m
unida a un flecha rigida, sin masa por un brazo rigido, sin
masa, de longitud r’ perpendicular a la flecha. La particula
se mueve en un circulo de radio r’', y suponemos que lo
hace con una velocidad constante v. Imaginemos que este
experimento tiene lugar en una regién de gravedad des-
preciable, de modo que no necesitemos considerar la fuer-
za de la gravedad que actia sobre la particula. La tnica
fuerza que actia sobre la particula es la fuerza centripeta
ejercida por el brazo que une a la particula con la flecha.

La flecha se halla confinada al eje z por dos chumaceras
delgadas ideales (sin friccién). Hagamos que la chuma-
cera inferior defina al origen O de nuestro sistema de
coordenadas. La chumacera superior, como veremos, es
necesaria para impedir que la flecha se tambalee con
respecto al eje z, lo cual sucede cuando la velocidad
angular no es paralela al impetu angular.

La velocidad angular w de la particula apunta hacia
arriba a lo largo del eje z (o, de manera equivalente,
paralelo a él) el eje z, como se muestra en la figura 6b.
Esto es consistente con la relacion vectorial v = ¢o x r (Ec.
16 del capitulo 11). No importa dénde se elija el origen a
lo largo del eje z, el vector de la velocidad angular ser4
paralelo al eje. Su magnitud es, de manera similar, inde-
pendiente de la ubicacion del origen, siendo (a partir del
producto cruz) v/(r sen ) = vfr’.

Elimpetu angular I de la particula con respecto al origen
O del marco de referencia esta dado por la ecuacién 1, o
sea,

I=rxp,

donde r y p (= mv) se muestran en la figura 6b. El vector
| es perpendicular al plano formado porry p, lo que
significa que | no es paralelo a . Nétese (y véase la
Fig. 6¢) que I tiene una componente (vector) Iz que es
paralela a w, pero tiene otra componente (vector) 1, que
es perpendicular a . Este es un caso en que nuestra
analogia entre el movimiento lineal y circular no es valida:
P es siempre paralelo a v, pero 1 no siempre es paralelo a
@. Si elegimos que nuestro origen esté en el plano de la
particula que describe el circulo, entonces 1 es paralelo a
w; de otro modo, no lo sera.

Consideremos ahora la relacién entre Iz y o para la
particula que esta girando. De la figura 6c, en la que hemos
trasladado a I al centro del circulo, obtenemos

l,=1lsen 68 =r(mv) sen = r(mr'w) sen @,

usando v = r'w. Sustituyendo por r’ (el radio del circulo
en el que se mueve la particula) al producto r sen 8 nos da

L= mrw. 9
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Figura 6 (a) Una particula de masa m esta unida por medio de un brazo de longitud r’a
una flecha fijada por dos chumaceras (en O y A) para girar en torno al eje z. (b) La particula
gira a velocidad tangencial v en un circulo de radio r’alrededor del eje z (se omiten las
barras y las chumaceras para simplificar la ilustracién). Se muestra el impetu angular

I =r x p con respecto al origen O. (c) Para que la particula se mueva en circulo, debera
haber una fuerza centripeta F que actiie como se muestra, dando por resultado una torca T
respecto a O. Por conveniencia, el vector 1 del momento angular y sus componentes a lo

largo y perpendiculares a z se muestran en el centro del circulo.

Ahora mr’? es la inercia de rotacion I de la particula con
respecto al eje z. Entonces

l,=Iw. (10)

Notese que la relacion vectorial 1 = I (que es andloga a
la relacion lineal p = mv) no es correcta en este caso,
porque I y w no apuntan en la misma direccion.

{En qué circunstancias apuntaran en la misma direccién
el impetu y la velocidad angular? Para ilustrarlo, anadire-
mos otra particula de la misma masa m al sistema, como
se muestra en la figura 7, por medio de otro brazo unido
a la flecha central de la figura 6a en el mismo sitio que el
primer brazo pero apuntando en la direccién opuesta. La
componente 1, debida a esta segunda particula sera igual
y opuesta a la de la primera particula, y los dos vectores
1, sumaran cero. Sin embargo, los dos vectores 1, apuntan
en la misma direccion y se suman. Entonces, en este
sistema de dos particulas el impetu angular total L es
paralelo a w.

Podemos ahora extender nuestro sistema a un cuerpo
rigido, formado de muchas particulas. Si el cuerpo es
simétrico respecto al eje de rotacién, con lo cual quere-
mos decir que para cada elemento de masa del cuerpo
debera haber un elemento de masa idéntico diametralmen-

te opuesto al primer elemento y a la misma distancia del
eje de rotacion, entonces el cuerpo puede ser visto como
constituido por grupos de pares de particulas de la misma
clase que hemos estado estudiando. Puesto que L y w son
paralelos para todos estos pares, seran también paralelos
para cuerpos rigidos que posean esta clase de simetria, que
recibe el nombre de simetria axial.

Para tales cuerpos rigidos simétricos L y v son parale-
los y pueden ser escritos en forma vectorial

L=l (11)

Sin embargo, no olvidemos que si L representa al impetu
angular total, entonces la ecuacion 11 se aplica iinicamen-
te a cuerpos que sean simétricos con respecto al eje de
rotacion. Si L representa a la componente del vector del
impetu angular a lo largo del eje de rotacion (esto es, a
L,), entonces la ecuacion 11 se cumple para cualquier
cuerpo rigido, simétrico o no, que gire con respecto a un
eje fijo.

En cuerpos simétricos (tales como el sistema de dos
particulas de la figura 7), puede ser retirada la chumacera
superior de la figura 6a, y la flecha permanecera paralela
al eje z. Podemos verificar esto observando lo facil que es
hacer girar sobre un eje a un objeto simétrico tal como un
trompo o una pequefia rueda abrasiva mantenidos sola-

x

Figura 7 Dos particulas de masa m girando como en la
figura 6, pero en los extremos opuestos de un diametro. El
momento angular total L de las dos particulas es, en este
caso, paralelo a la velocidad angular c.

mente entre el pulgar y el indice de una mano. Cualquier
pequeiia asimetria del objeto requiere un segundo apoyo
que mantenga a la flecha en una direccidn fija; la chuma-
cera debe ejercer una torca sobre la flecha, la cual se
bambolea al girar el objeto, como veremos al final de esta
seccion. Esto es particularmente serio para objetos que
giran a altas velocidades, tales como los rotores de turbi-
na. Aunque disefiados para ser simétricos, tales rotores,
debido a pequenios errores de colocacion de los alabes, por
ejemplo, pueden ser ligeramente asimétricos. Pueden re-
cuperar a la simetria por la adicion o eliminacién de metal
en los lugares apropiados; esto se lleva a cabo haciendo
girar a la rueda en un aparato especial de modo que el
tambaleo pueda ser medido cuantitativamente, a la vez
que calculada y automaticamente indicada la medida co-
rrectiva necesaria. De manera parecida, en los rines de las
llantas de los automdviles se colocan pesas de plomo en
puntos estratégicos para reducir el bamboleo a altas velo-
cidades. Para “balancear” una rueda de automovil, el
mecdnico busca precisamente que los vectores del impetu
angular y de la velocidad angular de la rueda sean parale-
los, reduciendo asi el esfuerzo sobre los baleros de las
ruedas.

Problema muestra2 ;Cuil es mayor, el impetu angular de la
Tierra asociado con su rotacion sobre su eje o el impetu angular
de la Tierra asociado con su movimiento orbital alrededor del
Sol?

Solucién Para la rotacion sobte su eje, tratamos a la Tierra
como una esfera uniforme (I = %MRé). La velocidad angular es
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Figura 8 Problema muestra 2. La Tierra gira en una orbita
(supuesta circular) alrededor del Sol, y también gira
alrededor de su eje. Los dos vectores del impetu angular no
son paralelos, porque el eje de rotacion de la Tierra esta
inclinado en un angulo de 23.5° con respecto a la normal al
plano de la érbita. Las longitudes de los vectores no estan
trazadas a escala; L_, debera ser mds grande que L, por un
factor de 4 x 10°, aproximadamente.

o = 27T, donde T es el periodo de rotacién (24 h = 8.64 x 10*
s). El impetu angular de rotacion es, entonces,

2n

Lm‘ = J = %MRIZ.: —T'
= 3(5.98 X 10% kg)(6.37 X 10 m)? —2%
8.64 X 10°s

= 7.05 X 10 kg-m?/s.

Para calcular el impetu angular orbital, necesitamos la inercia
de rotacion de la Tierra en torno a un eje que pase por el Sol.
Para esto podemos tratar a la Tierra como una “particula”, con
un impetu angular L = R , p,en donde R, es el radio de la 6rbita
y p es el momento lineal de la Tierra. La velocidad angular esta
nuevamente dada por w = 27/T, en donde T es ahora el periodo
orbital (1 y = 3.16 x 10 ). El impetu angular orbital es

Lorb = Rurbp = RorbMv = RorbM(wRorb) = MRgrb 272
— (5.98 X 10% kg)(1.50 X 10" my? —— %
3.16 X 107 s

= 2.67 X 10% kg-m?/s.

El impetu angular orbital es, entonces, mucho mas grande
que el impetu angular de rotacion.

El vector del impetu angular orbital apunta en angulo recto
al plano de la orbita de la Tierra (figura 8), mientras que el
impetu angular de rotacion esta inclinado a un angulo de 23.5°
con respecto a la normal al plano. Despreciando la lenta prece-
sién del eje de rotacidn, los dos vectores permanecen constantes
tanto en magnitud como en direccion al moverse la Tierra en su
orbita.

Problema muestra 3 En el problema muestra 5 del capitulo
12 halle la aceleracion del bloque al caer por aplicacion directa
de la ecuacion 8 (7= dL/dt).

Soluciéon  Sobre el sistema que se muestra en la figura 9, que
consiste del disco de masa M y el bloque de masa m, actian dos
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p=mv

Figura 9 Problema muestra 3. La velocidad angular, el
impetu angular, y la torca neta apuntan todos hacia afuera de
la pagina, como lo indica el simbolo ® en O.

fuerzas externas, la atraccion de la gravedad (hacia abajo) mg
que actuia sobre m y la fuerza (hacia arriba) ejercida por las
chumaceras de la flecha del disco, a la cual consideramos como
el origen. (La tensién en el corddn es una fuerza interna y no
actiia desde el exterior sobre el sistema disco + bloque.) Sola-
mente la primera de estas fuerzas externas ejerce una torca con
respecto al origen, y su magnitud es (mg)R.

El impetu angular del sistema respecto al origen O en cual-
quier instante es

L=1Iw+ (mv)R,

en donde Iw es el impetu angular del disco (simétrico) y (mv)R
es el impetu angular (= impetu lineal x brazo del momento) del
cuerpo que cae con respecto al origen. Estas dos contribuciones
a L apuntan ambas en la misma direccion, es decir, perpendi-
cularmente hacia afuera del plano de la figura 9.

Aplicando 7 = dL/dt (en forma escalar) nos da

(mg)R = % (Iw + mvR)

(42 4 (2
_1<dt)+mR<dt)
= laa + mRa.

Puestoquea = aRel = %MR 2 esto se reduce a

mgR = (AMR?*)(a/R) + mRa
o sea
2mg

= MEam

Este resultado es idéntico al resultado del problema muestra 5
del capitulo 12.

La torca sobre una particula que se mueve en una

trayectoria circular (Opcional)

El quizds inesperado resultado de que 1 y @ no sean paralelos
en el caso simple mostrado en la figura 6 puede causar cierta
preocupacion. Sin embargo, este resultado es consistente con la
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Figura 10 (@) Una vista bidimensional del plano de la
particula de la figura 6, que estd girando. La componente z
del impetu angular apunta hacia afuera del papel. (b) Cuando
la particula gira a través de un dngulo d¢, la componente 1,
del vector en el plano cambia en dl. Nétese que dl es paralelo
atT

relacion general 7 = dl/dt para la torca que actia sobre una
particula aislada. El vector 1 estd cambiando con el tiempo al
moverse la particula; el cambio es totalmente en direccién y no
en magnitud. Al girar la particula, I, permanece constante tan-
to en magnitud como en direccién, pero 1, cambia su direccion.
Este cambio de 1, debe surgir de la aplicacion de una torca.
(Cual es la fuente de esta torca?

Para que la particula se mueva en circulo debera actuar
una fuerza centripeta, como en la figura 6¢, proporcionada
por el brazo de soporte que une a la particula con la flecha.
(Hemos despreciado ottas fuerzas externas, como la gravedad.)
La tnica totca con respecto a O es proporcionada por F y estd
dada por

t=rXF.

La torca 7es tangente al citculo (perpendicular al plano forma-
do porry F) y tiene la direccién mostrada en la figura 6¢, como
puede usted vetificarlo por la regla de la mano derecha.

Demostremos que esta torca satisface la forma de la rotacion
de la segunda ley de Newton, 7= dl/dt. La figura 10a muestra
una vista bidimensional de la particula al gitar, viendo hacia
abajo a lo largo del eje z sobre el plano xy. Al moverse la
particula en un pequefio angulo d¢ =  dt (Fig. 10b), el vector
1, cambia en el pequefio incremento dl. Usted puede ver en la
figura 10b que dl serd siempre paralelo a 7, y asi las direcciones
de dl y de 7 son consistentes con 7 = dl/dr. Podemos también
demostrar que las magnitudes concuerdan. La torca con respec-
to a O es, refiriéndonos de nuevo a la figura 6c,

T =rF sen(4n + 6) = rF cos 6.

En este caso, F es la fuerza centripeta y tiene una magnitud F =
mv*|r' = me*r', donde r’ es el radio de la trayectoria circular (r’
= r sen 6). Entonces

7= mw?r? sen 8 cos 4. (12)

De la figura 105, dl = 1, d6 = |, » dt, donde obtenemos que

Eg=a)l
dt t

Chumacera 6?3

g~ Chumacera

Figura 11 Un sistema de dos patticulas girando, similar a
la figura 7, pero con el eje de rotaciéon formando un angulo g
con la barra de unién. El vector L del impetu angular gira
con el sistema, como también las fuerzas F y -F ejercidas por
las chumaceras.

Con [ = mur, entonces [, = mvr cos 6. La velocidad tangencial
ves wr' = wrsen 6, de modo que

/, = mwr? sen 8 cos §

dl

dt
Comparando las ecuaciones 12 y 13, vemos que 7= dl/dt, como
se esperaba.

= wl, = mw?*r? sen @ cos 6. (13)

Cuerpos simétricos y cuerpos asimétricos

¢En qué difiere la situacion entre cuerpos simétricos y asimé-
tricos que estén girando? Supongamos que la barra que une a
las dos particulas en el cuetpo simétrico de la figura 7 estuviese
inclinada en un 4ngulo atbitrario B con respecto a la flecha
central. La figura 11 muestra a la barra de unién, que, junto con
la flecha y las dos chumaceras (que se suponen sin friccion)
mantiene al eje a lo largo del eje z. La flecha gira con una
velocidad angular constante @ en torno a este eje, apuntando
entonces el vector @ a lo largo de este eje. La experiencia nos
dice que tal sistema estd “desbalanceado” o “colgado hacia un
lado™ y que, si la barra de union no estuviera rigidamente unida
a la flecha vertical cerca de O, tendetia a moverse hasta que el
angulo fse convirtiera en 90°, en cuya posicion el sistema seria
entonces simétrico con respecto a la flecha.

En el instante mostrado en la figura 11, la particula superior
se mueve hacia adentro de la pdgina en angulo recto, y la
particula inferior se mueve hacia afuera de la pagina en angulo
recto también. Los vectores del impetu lineal de las dos parti-
culas son, por lo tanto, iguales pero opuestos, como también lo
son sus vectores de posicion con respecto a O. De aqui que, por
aplicacion de la regla de la mano derecha en r x p, hallamos
que | es el mismo para cada particula y que su suma, el vector
del impetu angular total L del sistema, estd, como se muestra
en la figura, formando angulo recto con la barra de unién y esta
en e} plano de la pagina. Por lo tanto, L y @ no son paralelos
en ese instante. Al girar el sistema, el vector del impetu angular,
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si bien de magnitud constante, gira altededor del eje de rotacién
fijo.

La rotacién de L alrededor del eje fijo de la figura 11 es per-
fectamente consistente con la relacién fundamental 7= dL/dt.
La torca externa de todo el sistema proviene de las fuerzas
laterales desbalanceadas ejercidas por las chumaceras sobre la
flecha y transmitidas por la flecha a la barra de unién. En el
instante mostrado en la figura, la particula supetior tendera
amoverse hacia afuera a la derecha. La flecha seria jalada hacia
la derecha contra la chumacera supetior, la que a su vez ejerce
una fuerza F sobre la flecha que apunta a la izquierda. De igual
manera, la particula inferior tiende a moverse hacia afuera a la
izquierda. La flecha seria jalada a la izquierda contra la chuma-
cera inferior, la que a su vez ejerce una fuerza -F sobre la flecha
que apunta a la derecha. La torca T con respecto a O que
resulta de estas fuerzas apunta perpendicularmente hacia afuera
de la pagina, formando en dngulo recto con el plano formado
por L'y @, y en la direccién correcta para tesponder al movi-
miento de rotacion de L. (Compérese con la Fig. 10b, en la que
T era paralelo a dl pero perpendicular a 1) Obsérvese que, a
causa de que 7 es perpendicular a @, no efectia trabajo y, por
lo tanto, no cambia la enetgia cinética del sistema que esta
girando. En ausencia de friccidn, el sistema giraria a perpetui-
dad. La friccidn en las chumaceras daria lugar a una torca
dirigida a lo largo de la flecha (paralela a w), la cual efectuaria
un trabajo sobre el sistema y cambiaria su energfa cinética.

Las fuerzas F y -F estdn en el plano de la figura 11 en el
instante mostrado. Al girar el sistema, estas fuerzas, y por lo
tanto la torca T, giran con él, de modo que 7 permanece siempte
en angulo tecto al plano formado por @ y L. Las fuerzas de
rotacion Fy -F causan un bamboleo en las chumaceras superior
e inferior. Las chumaceras y sus sopottes deben ser lo suficien-
temente fuertes como para proporcionar estas fuerzas. En un
cuetpo simétrico que esté girando no existe un bamboleo en las
chumaceras, y la flecha gira suavemente. &

13-4 CONSERVACION DEL IMPETU
ANGULAR

En la ecuacion 8, hallamos que la razon de cambio en el
tiempo del impetu angular total de un sistema de particu-
las respecto a un punto fijo en un marco de referencia
inercial (o con respecto al centro de masa) es igual a la
torca externa neta que actia sobre el sistema, esto es,

dL
2 Text = _d—t_ . (8)

Si no actia ninguna torca externa neta sobre el sistema,
entonces el impetu angular del sistema no cambia con el
tiempo:

dL .

- 0 obien L =una constante. 14)
La ecuacidn 14 es el postulado matematico del principio
de conservacion del impetu angular.

Cuando la torca externa neta que actia sobre un
sistema sea cero, el vector del impetu angular total del
sistema permanece constante.
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Esta es la tercera de las leyes de conservacién mas impor-
tantes que hemos estudiado. Junto con la conservacion de
la energia y el impetu lineal, la conservacién del impetu
angular es un resultado general vélido para una amplia
gama de sistemas. Es valido tanto en el limite relativista
como en el limite cuantico y hasta ahora, no se ha encon-
trado ninguna excepcion alguna.

Al igual que la conservacion del impetu lineal en un
sistema en el cual no actue ninguna fuerza externa neta,
la conservacion del impetu angular se aplica al impetu
angular total de un sistema de particulas en el que no actue
ninguna forca externa neta. El impetu angular de particu-
las individuales de un sistema puede cambiar (del mismo
modo en que puede cambiar el impetu lineal de cada
particula en una colision), pero el total permanece cons-
tante.

El impetu angular es (como el impetu lineal) una can-
tidad vectorial de modo que la ecuacidn 14 es equivalente
a tres ecuaciones escalares, una para cada direccidn de
coordenadas que pase por el punto de referencia. La
conservacion del impetu angular nos proporciona, por lo
tanto, tres condiciones del movimiento de un sistema al
cual se aplique. Cualquier componente del impetu angular
sera constante si la componente correspondiente de la
torca es cero; pudiera darse el caso de que solo una de las
tres componentes de la torca sea cero, lo cual significaria
que sélo sera constante una componente del impetu angu-
lar, cambiando las otras componentes como lo determinen
las componentes de la torca correspondientes.

Para un sistema que consista en un cuerpo rigido que
gire alrededor de un eje (digamos, el eje z) que esté fijo
en un marco de referencia inercial, tenemos que

L,=lw, (15)

donde L, es la componente (escalar) del impetu angular a
lo largo del eje de rotacion e I es la inercia de rotacién para
este mismo eje. Es posible que la inercia de rotacién I de
un cuerpo que gira cambie (desde i, hasta I;) mediante un
reacomodo de sus partes. Si no actda ninguna torca exter-
na neta, entonces L, debe permanecer constante y, si J
cambia, deberia existir un cambio compensatorio en @
desde w, hasta w,. En este caso, el principio de conserva-
cioén del impetu angular se expresa asi:

IL.w; = I; w;= una constante. (16)

La ecuacion 16 es valida no sélo para la rotacién con
respecto a un eje fijo sino también para la rotacion alre-
dedor de un eje que pase por el centro de masa de un
sistema que se mueva, de modo que el eje permanezca
siempre paralelo a si mismo (véase la explicacién al
comienzo de la Sec. 12-6).

La conservacion del impetu angular es un principio que
regula una amplia variedad de procesos fisicos, desde el
mundo subatémico (véase la Sec. 13-6) hasta el movi-
miento de los acrébatas, los clavadistas, los bailarines de

ballet, la contraccidn de las estrellas a las que se les haya
acabado el combustible, y la condensacion de las galaxias.
Los siguientes ejemplos muestran alguna de estas aplica-
ciones.

El giro de una patinadora

Una patinadora sobre hielo, al girar, pega sus brazos al
cuerpo para girar mas rapidamente y los extiende para
girar més despacio. Al hacerlo, no hace sino aplicar la
ecuacion 16. En la figura 12 se ilustra otra aplicacion de
este principio, mostrando a un estudiante sentado sobre
un banquillo que puede girar libremente en torno a un eje
vertical. Hagamos que el estudiante extienda sus brazos
sosteniendo a las pesas, y que gire con una velocidad
angular .. En la figura, el vector L de su impetu angular
yace a lo largo del eje vertical.

El sistema, que consta de estudiante + banquillo +
pesas, es un sistema aislado sobre el cual no actia ninguna
torca vertical externa. Por lo tanto, la componente vertical
del impetu angular debe conservarse.

Cuando el estudiante pega sus brazos (y las pesas) hacia
el cuerpo, la inercia de rotacion de su sistema se reduce
desde su valor inicial , hasta un valor mas pequefio I; ,
porque las pesas estan ahora mas cerca del eje de rotacién.
Su velocidad angular final, segtin la ecuacion 16, es o, =
w,(I/I), la cual es mds grande que su velocidad angular
inicial (porque I; < I), y el estudiante gira mas rapidamen-
te. Para disminuir su velocidad sélo necesita extender sus
brazos otra vez.

(Cambia la energia cinética del sistema? De ser asi,
(cual es la fuente del trabajo que hace cambiar a la energia
cinética?

La clavadista en el trampolin*

La figura 13a muestra a una clavadista abandonando el
trampolin. Al saltar, se empuja a si misma ligeramente
hacia adelante, de modo que adquiera una velocidad de
rotacién pequefia, justo la suficiente para llevarla de ca-
beza hacia el agua al tiempo que su cuerpo gira en una
media vuelta durante el arco.

Mientras esta en el aire, no actuan sobre ella torcas
externas que cambien su impetu angular con respecto a su
centro de masa. (La unica fuerza externa, la gravedad,
actuia a través de su centro de masa y, por lo tanto, no
produce una torca con respecto a ese punto. Despreciamos

* Véase “The Mechanics of Swimming and Diving”, por R. L.
Page, The Physics Teacher, febrero de 1976, pag. 72; “The
Physics of Somersaulting and Twisting”, por Cliff Frohlich,
Scientific American, marzo de 1980, pag. 155.
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Figura 12 (a) En esta configuracion, el sistema (estudiante
+ pesas) tiene una inetcia de rotacién mas grande y una
velocidad angular mds pequena. (b) Aqui el estudiante ha
llevado a las pesas hacia adentro, dando una inercia de
rotacién mds pequena, y por lo tanto, una velocidad angular
mas grande. El impetu angular L tiene el mismo valor en
ambas situaciones.

la resistencia del aire, que podria producir una torca neta
y cambiar su impetu angular.) Cuando ella impulsa su
cuerpo hacia la posicion de escuadra, disminuye su iner-
cia de rotacion y, por lo tanto, de acuerdo con la ecuacién
16, su velocidad angular debe aumentar. El aumento en la
velocidad angular le permite completar 12 vueltas, si bien
ella habia completado previamente sélo media vuelta
(Fig. 13b). Al final del clavado, vuelve a la posicion
normal de calda y disminuye su velocidad angular para
entrar en el agua.

El giro de una rueda de bicicleta

La figura 14a muestra a una estudiante sentada sobre un
banquillo que esta libre de girar en torno a un eje vertical.
La estudiante sostiene una rueda de bicicleta que ha sido
puesta a girar. Cuando la estudiante le da vuelta a la rueda,
el banquillo comienza a girar (Fig. 14b).

No actia ninguna torca vertical sobre el sistema que
consiste en estudiante + banquillo + rueda, y por lo tanto
la componente vertical del impetu angular total del siste-
ma debe permanecer constante. Inicialmente, la rueda esta
girando con un impetu angular L hacia arriba, que es el
total del sistema. Cuando la rueda se voltea, la componen-
te vertical del impetu angular de la rueda es ahora -L,, pero
la componente vertical del impetu angular total debe
permanecer constante en +L,. La estudiante + el banquillo
deben por lo tanto adquirir un impetu angularde L’ = +2L,,
de modo que el impetu angular final de +2L, -L, perma-
nece igual al impetu angular inicial. Si I, es la inercia de
rotacion de la estudiante + el banquillo, la velocidad
de rotacion sera w = 2L/I.
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Figura 13 (a) Una clavadista abandona el trampolin de
manera tal que éste le imparte un impetu angular L. Ella gira
con respecto a su centro de masa (indicado por el punto
grueso) una media vuelta, mientras que el centro de masa
sigue una trayectoria parabdlica. (b) Al entrar a la posicion de
escuadra, reduce su inercia de rotacion y, por lo tanto,
aumenta su velocidad angular, permitiéndole dar 17 vueltas.
Las fuerzas externas y las torcas sobre ella son las mismas en
(a) y en (b), como lo indica el valor constante del impetu
angular L.

Podemos también considerar esta situacion desde el
punto de vista de dos sistemas por separado, siendo uno
la rueda y el otro la estudiante + el banquillo. Ninguno de
estos sistemas esta ahora aislado: la mano de la estudiante
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Figura 14 (a) Una estudiante sostiene una rueda de
bicicleta que estd girando. El impetu angular total del sistema
es L,. (b) Cuando la rueda de bicicleta es invertida, la
estudiante comienza a girar. (c¢) El impetu angular final total
debe ser igual al impetu angular inicial.

constituye una unién entre ellos. Cuando la estudiante
intenta voltear la rueda, debe aplicar una torca para cam-
biar el impetu angular de la rueda. La fuerza que ella ejerce
sobre la rueda para producir esa torca es regresada por la
rueda como una fuerza de reaccion sobre ella, segun la
tercera ley de Newton. Esta fuerza externa sobre el siste-
ma estudiante + banquillo causa que ese sistema gire.
Desde este punto de vista la estudiante ejerce una torca
externa sobre la rueda para cambiar su impetu angular,
mientras que la rueda ejerce una torca sobre la estudiante
para cambiar su impetu angular. Si consideramos al siste-
ma completo consistente en estudiante + banquillo +
rueda, como hicimos antes, esta torca es una torca interna
que no ha sido incluida en nuestros calculos. El hecho de
que consideremos a la torca como interna o como externa
depende de como definamos a nuestro sistema.

La estabilidad de los objetos que giran

Consideremos una vez mas la figura 3. Un objeto que se
mueva con un impetu lineal p = Mv tiene una estabilidad
direccional; una fuerza de desviacién proporciona el im-
pulso correspondiente a un incremento lateral del impetu
Ap, y, como resultado, la direccion del movimiento cam-
bia seguiin un angulo 6 = tan™" (Ap,/p). Cuanto mas grande
sea el impetu p, mas pequeno sera el angulo 8. La misma

fuerza de desviacion es menos eficaz en desviar un objeto
con un impetu lineal grande que en desviar un objeto con
un impetu lineal pequerio.

El impetu angular proporciona a un objeto una estabi-
lidad de orientacién de manera muy similar. Un objeto en
rotacion tiene un cierto impetu angular L. Una torca 7
perpendicular a L cambia la direccién de L y, por lo tanto,
la direccion del eje de rotacion, en un angulo 8 = tan™!
(AL /L). Una vez mas, cuanto mas grande sea el impetu
angular L, menor posibilidad tendra una torca dada para
cambiar la direccién del eje del objeto en rotacion.

Cuando le damos a un objeto un impetu angular de
rotacién respecto a un eje de simetria, en efecto, estabili-
zamos su orientacién y hacemos mas dificil que las fuer-
zas externas cambien su orientacion. Existen muchos
ejemplos comunes de este efecto. Una bicicleta sin ocu-
pante a la que se le imprima un ligero empujon puede
permanecer en posicién vertical durante una distancia mas
larga de lo que pudiéramos esperar. En este caso es el
impetu angular de las ruedas al girar el que proporciona
la estabilidad. Las protuberancias y curvas pequefias del
camino, que de otro modo derribarian o desviarian a un
objeto que no estuviese girando, equilibrado en una base
tan angosta como una llanta de bicicleta, tendran menos
efecto en este caso debido a la tendencia del impetu
angular de las ruedas a fijar su orientacion.*

Una pelota de futbol americano es lanzada para un pase
largo hacia el frente de modo que gire en torno a un eje
que es aproximadamente paralelo a su velocidad de tras-
lacion. Esto estabiliza la orientacion de la pelota de futbol
e impide que se bambolee, lo cual hace posible lanzarla
con mayor precision y atraparla mas eficazmente. Tam-
bién mantiene el perfil méas pequefo de la pelota en la
direccién hacia adelante, minimizando la resistencia del
aire y aumentando el alcance.

Es importante estabilizar la orientacion de un satélite,
en particular si éste utiliza sus impulsos para llegar a una
posicion orbital especifica (Fig. 15). La orientacion pu-
diera cambiar, por ejemplo, por la friccion de una atmos-
feraresidual enrarecida en altitudes orbitales, por el viento
solar (un haz de particulas cargadas proveniente del Sol),
o por los impactos con pequeiios meteoroides. Para redu-
cir los efectos de tales encuentros, se hace que el artefacto
gire en torno a un eje, estabilizando, por lo tanto, su
orientacion.

El colapso de las estrellas
La mayoria de las estrellas giran, como lo hace nuestro

Sol. Nuestro astrorey gira una vez alrededor de su eje cada

* Véase “The Stability of the Bicycle”, por David E. H. Jones,
Physics Today, abril de 1970, pag. 34.

Figura 15 El satélite Morelos-D, un satélite de
comunicaciones de México, desde el compartimiento de
carga del taxi espacial el 17 de noviembre de 1985. Se hace
que el satélite gire alrededor de su eje central (el eje vertical
en esta foto) para estabilizar su otientacion en el espacio
mientras viaja hacia su 6rbita de geosincronismo.

mes, aproximadamente. (El Sol es una bola de gas y no
gira realmente como un cuerpo rigido; las regiones cerca-
nas a los polos tienen un periodo de rotacion de unos 37
dias, mientras que el ecuador gira una vez cada 26 dias.)
El Sol no llega al colapso a causa de su presion de
radiacién, en esencia, el efecto del impulso de las coli-
siones de la radiacién emergente contra los atomos del
Sol. Cuando el combustible nuclear del Sol se haya con-
sumido, la presién de radiacion desaparecera, y el Sol
comenzari colapsarse, aumentando su densidad en for-
ma correspondiente. En algin punto la densidad sera tan
grande que los atomos simplemente no podran aglutinarse
mas, y el colapso quedara detenido.

Sin embargo, en las estrellas con una masa de 1.4 veces
mayor que la del Sol la fuerza de la gravedad es tan fuerte
que los dtomos no pueden impedir que continue el colap-
so. En efecto, los dtomos se aplastan por la accion de la
gravedad, y el colapso continia hasta que los nucleos se
tocan entre si. La estrella se convierte realmente en un
micleo atémico gigante, y recibe el nombre de estrella
neutrénica. El radio de una estrella neutronica de alrede-
dor 1.5 veces la masa solar es de 11 km.

Supongamos que la estrella comenzé a colapsarse igual
que nuestro Sol, girando una vez cada mes. Las fuerzas
durante el colapso son claramente fuerzas internas, que no
pueden cambiar el impetu angular. La velocidad angular
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final, por lo tanto, se relaciona con la velocidad angular
inicial por la ecuacién 16: w; = w, (I,/I). La razén de
las inercias de rotacién sera la misma que la razén de los
cuadrados de los radios: 1,/I; = r }/r }. Si el radio inicial
fuese aproximadamente igual al del Sol (alrededor de 7 x
10° km), entonces

L/L = r2/rd = (7 X 105 km)?/(11 km)> = 4 X 10°.

Esto es, su velocidad de rotacion va desde una vez por mes
hasta 4 X 10° veces por mes, ja mas de 1000 revoluciones
por segundo!

Las estrellas neutrénica pueden ser observadas desde la
Tierra, porque (de nuevo al igual que el Sol) tienen cam-
pos magnéticos que atrapan electrones y, al girar la estre-
lla, los electrones se aceleran a velocidades tangenciales
muy elevadas. Estos electrones acelerados emiten una
radiacion, que vemos desde la Tierra como si fuera un faro
reflector mientras la estrella gira. Estos vivos impulsos de
radiacién son la causa de que estas estrellas neutronicas
en rotacion reciban el nombre de pulsares. En la figura 16
se muestra un ejemplo de la radiacion emitida por un
pulsar.

La conservacién del impetu angular se aplica a una
amplia variedad de fenémenos astrofisicos. La rotacion
de nuestra galaxia, por ejemplo, es el resultado de una
rotacion inicial mucho maés lenta de la nube gasosa de la
cual se condensé la galaxia; la rotacién del Sol y las
orbitas de los planetas quedaron determinadas por la
rotacion original del material con que se formé nuestro
Sistema solar.

Problema muestra 4 Un astronauta de 120 kg, que lleva a
cabo una “caminata espacial”, estd atado a una nave espacial
por medio de una cuerda totalmente extendida de 180 m de
longitud. Una opetacién no intencional del paquete propulsot
provoca que el astronauta adquiera una pequefia velocidad
tangencial de 2.5 m/s. Pata tegresar a la nave, el astronauta
comienza a jalarse a lo largo de la cuerda a razén lenta y
constante. ;Con qué fuerza debera jalar el astronauta hasta las
distancias de (@) 50 m y (b) 5 m de la nave? ;Cual serd la
velocidad tangencial del astronauta en estos puntos?

Solucién No actian torcas externas sobre el astronauta, de
modo que se cumple la conservacion del impetu angulat. Esto
es, el impetu angular inicial del astronauta con relacion alanave
espacial como origen (Muvr) cuando comienza a jalar de la
cuerda, debe ser igual al impetu angular (Mvr) en cualquier
punto del movimiento. Asi,

Mvr = Muy,r;

O sc€a

La fuerza centripeta en cualquier etapa esti dada por

Fe My _ Mvir}
r r3 -




318  Capitulo 13 Impetu angular

Intensidad

Figura 16 Las pulsaciones
electromagnéticas recibidas en la Tietra
desde una estrella neutrénica que gira
rapidamente. Las flechas verticales
indican pulsaciones demasiado débiles
como para ser detectadas. El intervalo
entre pulsaciones es notablemente
_constante, siendo igual a 1.187,911,164 s.

Tiempo, intervalos de 1's.

Inicialmente, la fuerza centripeta requerida es de

F= (120 kg)(2.5 m/s)

=42N t 11b).
180 m 42 (about 1 1b)

(@) Cuando el astronauta esté a 50 m de la nave, la velocidad
tangencial es
= (2.5 m/s)(180 m)

om =9.0 m/s,

y la fuerza centripeta es

2 2
p= (120 ke)2.5 m/sP80 M)° _ 194 N (alrededor de 44 Ib).
(50 m)?

() A 5 m de la nave, la velocidad sube en un factor de 10
a 90 m/s, mientras que la fuerza aumenta en un factor de 10° a
1.94 x 10° N, o jalrededor de 22 tons! Esté claro que el astro-
nauta no puede ejercer tal fuerza para regresar a la nave. Incluso
si el astronauta fuera arrastrado hacia la nave por medio de un
malacate desde el interior de la nave, la cuerda no podria
soportar una tensién tan grande; en algin punto se rompetia y
el astronauta saldria disparado hacia el espacio con la velocidad
tangencial que tuviera en el momento de rompetse la cuerda.
Conclusién: Los astronautas que caminen por el espacio deben
evitar adquirir una velocidad tangencial. ;Qué podria hacer el
astronauta para regresar con seguridad a la nave?

Problema muestra 5 Una tornamesa que consta de un disco
de 125 g de masa y un radio de 7.2 cm gira a una velocidad
angular de 0.84 rev/s en torno a un eje vertical (Fig. 17a). De
repente, se deja caer un disco idéntico, que inicialmente no
estaba girando, sobre el primero. La friccion entre los dos discos
causa que eventualmente giren a la misma velocidad. Sobre
estos dos, se deja luego caer un tercer disco idéntico, que
inicialmente no estaba girando, signiendo los tres en giro juntos
(Fig. 17b). (a) ;Cual es la velocidad angular de rotacién de la
combinacion? (b) ;Cuanta energia cinética de rotacion se pierde
debido a la friccion? (¢) Un motor que impulse al primer disco
debe testituir la velocidad angular de la combinacién a su valor
original en una revolucién. ;Qué torca constante deberd ejercer
el motor?

Solucién (a) Este problema es el anilogo de rotacion de la
colision completamente ineldstica. No existe una torca vertical
neta, de modo que la componente vertical del impetu angular es
constante. La fuerza de friccion entte los discos es una fuerza
interna, la cual no puede cambiar el impetu angular. Entonces
se aplica la ecuacion 16, y podemos esctibit:

Lo, = Loy
o= w{l;/1y).

Sin hacer ningtin célculo detallado, sabemos que la inercia
de rotacién de tres discos idénticos en torno a su eje comun
ser4 tres veces la inercia de rotacion de un solo disco. Entonces,
=3y

w;= (0.84 rev/s}3) = 0.28 rev/s.

(b) La inercia de rotacién de un disco con respecto a su eje es
%MRQ, asi que, para cada disco,

1= 4(0.125 kg)(0.072 m)* = 3.24 X 107* kg- m2,
La energia cinética de rotacion inicial es
K, = {w?
= §(3.24 X 10~ kg~ m2)(27 rad/rev X 0.84 rev/s)?
=451 X1073).

Podemos seguir un procedimiento més rapido calculando la
energia cinética final, porque sabemos que la inercia de rotacion
final sube en un factor de 3, mientras que la velocidad an-
gular final baja en un factor de 1. Puesto que la energia cinética
depende del cuadrado de la velocidad angular, tenemos
K=K, X3X@#E?={)4.51X10737J)
=1.50X 10731
El cambio en la energia cinética es

AK=K;— K; = (1.50 X 10-2 Jy — (4.51 X 1073 J)
=—301X1073J.

El signo menos indica que la energia cinética se pierde.

@ ®

Figura 17 Problema muestra 5. (a) Un disco que gira con
una velocidad angular inicial @,. () Dos discos idénticos,
ninguno de los cuales esta girando inicialmente, se dejan caer
sobre el primero, y todo el sistema gira entonces con una
velocidad angular o;.
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El trompo La torca precesion
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Figura 18 (a) Un trompo gira en precesion alrededor de un eje vertical. (b) El peso del
trompo ejerce una torca con respecto al punto de contacto con el suelo. (¢) La torca es
perpendicular al vector del impetu angular. (d) La torca cambia la direccion del vector del
impetu angular, causando la precesion.

(¢) Para restituir la velocidad angular inicial, el motor tendrd
que aumentar o desde 0.28 rev/s hasta 0.84 rev/s, esto es, en un
factor de 3. Eso significa que la energia cinética debe aumentar
en un factor de 3? = 9, desde 1.50 x 10 J hasta 13.5 x 10° J. El
cambio en energia cinética, que es igual al trabajo efectuado por
el motor, es

AK=135X10"3J— 150X 1073 J =120 X 107*J.

La figura 185 muestra un diagrama simplificado, en el
cual el trompo se halla sustituido por una particula de ma-
sa M ubicada en el centro de masa del trompo. La fuerza
gravitatoria Mg proporciona una torca con respecto a O
de magnitud

7= Mgr sen 0. amn
En el movimiento de rotacién, el trabajo esta dado por W= 74,

donde ¢ (= 27 rad en este caso) es el desplazamiento angulat
del cuerpo que gira por medio del cual debe mantenerse la torca.

La torca, que es perpendicular al eje del trompo y, por lo
tanto, perpendicular a L (Fig. 18¢), puede cambiar la
direccién de L pero no su magnitud. El cambio en L en

Entonces . .
W AK 120X 1073 un tiempo At esta dado por
=% ¢  2arad AL=1At (18)
=191 X 1073 N-m.

y esta en la misma direccién que 7, esto es, perpendicular
a L. El efecto de T es, por lo tanto, cambiar L a L + AL,
un vector de la misma longitud que L pero que apunta en
una direccion diferente. (Suponemos que el trompo gira
tan rapidamente que L es grande, y entonces L >AL.)

Si el trompo tiene simetria axial, entonces el impetu
angular estara a lo largo del eje de rotacion del trompo.
Al cambiar L de direccién, el eje cambia de direccion
también. La punta del vector L y el eje del trompo trazan
un circulo en torno al eje z, como se muestra en la figura
18a. Este movimiento es la precesion del trompo.

En un tiempo At, el eje gira en un angulo A¢ (véase la
Fig. 18d), y entonces la rapidez angular de la precesion es

13-5 EL TROMPO*

Un trompo nos proporciona el ejemplo quiza mas cono-
cido del fenémeno mostrado en la figura 4b, donde una
torca lateral cambia la direccion pero no la magnitud
de un impetu angular. La figura 18a muestra un trom-
po que gira en torno a su eje. Se supone que la punta
inferior del trompo esté fija en el origen O de nuestro
marco de referencia inercial. Sabemos por experiencia

que el eje de este trompo que gira raipidamente se movera wp= A_¢ . (19)
lentamente en torno al eje vertical. Este movimiento se At
llama precesidn, y surge de la configuracién ilustrada De la figura 18d vemos que
en la figura 4b, donde la gravedad proporciona la torca AL A
externa. Ap = =t (20)
Lsenf Lsenf’
Entonces
* Véase “The Amateur Scientist: The Physics of Spinning Tops,
Including Some Far-Out Ones”, por Jearl Walker, Scientific wp Ad T _ Mgrsen6 _ Mgr @1

American, matzo de 1981, pag. 185. T At Lsenf Lsend L
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La velocidad de la precesién es inversamente proporcio-
nal al impetu angular; cuanto més rapido esté girando el
trompo, mas lenta sera la precesion.

El movimiento de precesion ocurre en torno al eje z, y
entonces el vector w, estd en la direccidn de z. Le sera
posible a usted demostrar que la siguiente ecuacidn vec-
torial da la relacién apropiada entre las magnitudes y las
direcciones de las variables dindmicas en este calculo:

T=wpxL. (22)

(Puede usted escribir una ecuacién vectorial similar para
el caso correpondiente de una particula que se mueva en
circulo a velocidad constante bajo la influencia de una
fuerza centripeta?

13-6 CUANTIZACION DEL IMPETU
ANGULAR (Opcional)

En la seccion 8-8 hemos estudiado la cuantizacién de la energia,
la cual se restringia a la emisién o absorcién de la energfa de
forma que tuviese lugar solamente en haces discretos o cuantos.
En el mundo microscépico de los sistemas atémicos y subato-
micos, no podemos cambiar la energia en una cantidad atbitra-
tia, sino solamente en cantidades de un tamafio predeterminado.
Estos cuantos son tan diminutos que no nos es posible observar
esta estructura discreta en los cambios de energia de sistemas
de tamafio ordinario.

La cuantizacion del impetu angular ocutre de un modo simi-
lar. Desarrollaremos este concepto mas extensamente, propor-
cionando una evidencia experimental y un soporte tecrico, en
el capitulo 51 de la versién ampliada de este texto cuando
estudiemos la estructura de los atomos. Por ahora, simplemente
presentaremos alguna de las ideas genetrales y mostraremos
como se relacionan con las propiedades asociadas al impetu
angular que hemos desarrollado en este capitulo.

Los cambios cuantizados del movimiento de rotacion de un
sistema se hallan restringidos a presentarse en unidades dadas
por multiplos enteros de una constante fundamental:

AL=nh/2r) (n=1,2,3,...). (23)

Aqui 4 es la constante de Planck, que tiene un valor de 6.63 x
10] - s. Esta unidad basica es una cantidad de impetu angular
extraordinariamente pequena. Por ejemplo, un disco de fons-
grafo gira con relativa lentitud pero tiene un impetu angular del
orden de 10* unidades de #/2x. Cuando afinamos las velocida-
des de nuestras tornamesas, ciertamente no nos es posible
observar estos sencillos brincos discretos en una escala de
i1 parte en 10°%!

La ecuacion 23 de la cuantizacion del impetu angular se
aplica al movimiento de los electrones de los 4tomos en sus
orbitas en torno al micleo. Este sistema tiene un impetu angular
orbital, el cual debe permanecer constante durante la Orbita,
porque la fuerza entre el electrén y el micleo es una fuerza
interna en el sistema y, por lo tanto, no puede cambiar su impetu
angular. Las fuerzas externas, como los campos eléciricos o
magnéticos, pueden provocar que el electrén brinque a otra
orbita, donde su impetu angular pudiera tener un valor diferente,
pero el cambio en L debe ser un muiltiplo entero de /27, como
lo requiere la ecuacién 23. El impetu angular orbital sirve

A | ®

@

Figura19 (a) Un protén con un impetu angular intrinseco
(espin) s tiene una componente s, a lo largo del eje z. (b)
Después de absorber a un fotén, 1a componente z del espin se
invierte. (c) La componente z del impetu angular inicial,
igual a la unidad +§, se suma a la componente z del impetu
angular del fotén, igual a 1a unidad -1, dando por resultado
una unidad de -2.

entonces como un distintivo conveniente y 1itil de las 6rbitas
electrénicas de los atomos.

Los experimentos efectuados en los afios 1920 indicaban que
los electrones de los dtomos tenian otra clase de impetu angular,
que no podia ser responsable del movimiento orbital. Esta nueva
clase de impetu angular, que se conoce como impetu angular
intrinseco, es una propiedad caractetistica de la propia particula
y no es un tesultado de su estado de movimiento en particular.
Una manera iitil (pero estrictamente incorrecta) de visualizar el
impetu angular intrinseco es en términos del giro de la particula
sobre su eje; por esta razén, al impetu angular intrinseco se le
llama, a menudo, “espin” y se le indica con el simbolo s.

El electrén tiene un impetu angular intrinseco de %(11/2 7). Esto
significa que, con relacién a cualquier eje z que podamos ele-
gir para definirla, la componente z del impetu angular debe ser

s;=+Hh/2m) o s,=—4h/27).

Notese que la diferencia entre estas dos posibilidades, la cual
pudiera corresponder a un cambio en la direccion del impetu
angular intrinseco de un electrén, es h/2x, consistente con la
ecuacion 23.

Por lo general, el impetu angular intrinseco se expresa asig-
nandole el niéimero cudntico del espin, que es el impetu angular
intrinseco en unidades de hf27; el electrdn tiene entonces un
nimero del espin cudntico de 1. El protén y el neutrén tienen
también nimeros del espin cudntico de 3+ El foton (el haz
cuantizado de radiacion electromagnética) tiene un nimero del
espin cuantico de 1. Todas las particulas elementales pueden
caracterizarse por su nimero del espin cuantico, el cual se
considera una propiedad fundamental de la particula junto con
su masa y carga eléctrica.

Figura 20  Vista del craneo de un paciente mediante la
imagen de resonancia magnética (MRI).

Una aplicacion importante del principio de conservacion del
impetu angular cuantizado consiste en el efecto conocido como
resonancia magnética nuclear. Consideremos al proton (f’l
nicleo del atomo de hidrégeno), con su mimero del espin
cudntico de % Enlafigura 194 se muestra una representacion dgl
impetu angular intrinseco del proton en una orlentacm}n parti-
cular. La componente z del momento angular es s, = +5(h(27r).
Si exponemos protones a la radiacion de la energia aprqplada,
la absorcion de un foton electromagnético (espin = 1, impetu
angular = h/2 ) puede cambiar la componente z del impetu an-

5 i 3 -3(hf27),
gular del protén en una unidad, desde +2(h/27r) hasta 2(h/
como en la figura 19b. La adicién de las componen!es.z.dg sy
de L en la figura 19¢ muestra como se suman el espin inicial s,
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del protén y el impetu angular L, del foton para dgr el espin f inal
(invertido) s, del proton. La figura 19c¢ es otro e:]emplo mas de
la conservacién del impetu angular, siendo el impetu angular
inicial (s + L) igual al impetu angular final (s) en ausencia de
una torca externa.

En la resonancia magnética nuclear (NMR o nuclear magne-
tic resonance), se usa un campo magnético estzi'tico en la direc-
cién z para alinear los giros del proton con el eje z, como en la
figura 19a. Un campo electromagnético §eparado que varia con
el tiempo a frecuencias de radio proporciona fotones de apenas
la energia correcta para ser absorbidos y provoca que los giros
del proton se inviertan. '

Puesto que el cuerpo humano esta forma.d’o en su mayotia c,le
agua, la cual es rica en hidrégeno, la absorcion de esta radiacion
electromagnética provee un modo de formar una imagen de l.os
organos internos del cuerpo (figura 20). Se cree que l.a rel'd}a-
cion electromagnética en forma de ondas de radio significa
poco peligro para el cuerpo; los rayos X, que se usan tam-
bién para formar imagenes, tienen un pote.nc1’a1 mucho mas
grande para causar dafio al organismo. Las imdgenes de reso-
nancia magnética pueden reemplazar ampliamente las fotogra-
fias con rayos X como técnica de diagnostico. B

13-7 DINAMICA DE LA ROTACION:
UNREPASO

En los capitulos 11 al 13 hemos presentado una vision
general de los temas de la dindmica y la cinematica de la
rotacién. Un tratamiento completo del tema queda fuera
del alcance de este texto, pero existen muchas situaciones
fisicas que pueden ser analizadas usando los resultados
que hemos derivado. Es importante recordar que algunos
de nuestros resultados pueden aplicarse solamente en
ciertas situaciones especiales. Para ayudar al lector a este
respecto, hemos reunido algunas ecuaciones fundamenta-
les de la dindmica de la rotacion en la tabla 1.

TABLA 1 RESUMEN DE LAS ECUACIONES DE LA DINAMICA DE LA ROTACION

Ecuacion Observaciones

I. Ecuaciones de definicion

T=rXF

Text = E Tn

respecto a un punto O.

Torca sobre una particula con respecto a un punto O debido a una fuerza F.

Torca externa resultante de un sistema de particulas sobre el que actian varias torcas individuales 7, con

I=rxp Impetu angular de una particula con respecto a un punto O.

L=31,

Impetu angular resultante de un sistema de particulas con respecto a un punto O.

II. Relaciones generales

dl 7 . 4 .
L La ley del movimiento de una sola particula aislada sobre !a que actia una torca 7. anto T como .l sg nluden
‘ con respecto a un punto O de un marco de referencia inercial. Esta expresion es el andlogo rotatorio de la
expresion F = dp/dt del movimiento de traslacion.
dL - . - ’ 4
E Ten = F La ley del movimiento para un sistema de particulas sobre el que actia una torca externa resultante. Se

inercial

mantiene solamente 7., si y L se miden con respecto a (1) cualquier punto O fijo en un marco de referencia
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TABLA1 RESUMEN DE LAS ECUACIONES DE LA DINAMICA DE LA ROTACION

Ecuacion Observaciones

III. Caso especial

Los resultados siguientes se cumplen en el igi i
el caso de un cuerpo rigido que gire con respecto a un ej ® fij
. . . e l
Les resutados sig. que g D je que esté fijo en un marco de

T=lIx

L=Iw

mismo eje. Esto es el andlogo rotatorio de F = Ma.

o debe estar a lo largo del eje; I debe referitse también al eje, y T es la componente escalar de 7., a lo largo del

@ debe estar a lo largo del eje; I debe referirse también al eje,, y L debe ser la componente escalar del impetu

angular total a lo largo de este eje. Esto es el andlogo rotatorio de P = Mu.

PREGUNTAS

1.

Hasta aqui nos hemos encontrado con muchas cantidades
vectoriales, incluyendo la posicion, el desplazamiento, la
velocidad, la aceleracion, la fuerza, el impetu, y el impetu
angular. ;Cuales de éstas se definen independientemente
de la eleccion del origen en el marco de referencia?

Un fisico ilustre (R. W. Wood), quien gusta de las bromas
practicas, monté un volante que giraba rdpidamente en
una maleta; la maleta la dio a un maletero con instruccio-
nes de que éste lo siguiera. ;Qué pasard si el maletero era
conducido muy deprisa a doblar una esquina? Explique en
términos de 7= dL/dt.

Un cilindro gira a una velocidad angular @ alrededor de
un eje que pasa por un extremo, como en la figura 21. Elija
un origen apropiado y muestre cualitativamente los vec-
tores L y w. ;Son estos vectores paralelos? ;Intervienen
aqui consideraciones de simetria?

Figura 21 Pregunta 3.

4.

Suponga que una barra uniforme descansa en una posicion
vertical sobre una superficie de friccion despreciable.
Entonces se le da a la barra un golpe horizontal en su
extremo inferior. Describa el movimiento del centro de
masa de la barra en su extremo superior.

Si el aparato de la figura 5 se ancla al piso de una gran
nave espacial que se halle flotando en una regién carente
de gravidez, ;de qué manera, si existe alguna, afectaria
esta accion al experimento?

Un automovil con impulsion en las ruedas traseras acelera
rapidamente desde el reposo. El conductor observa que el

10.

11.

12.

13.

14.

15.

automovil “levanta la nariz”. jPor qué sucede esto? Se
comportaria de modo diferente un automovil con impul-
sién en las ruedas delanteras?
Una saeta gira en su vuelo de modo que resulte tangente
a la trayectoria del vuelo en todo momento. Sin embargo,
una pelota de futbol americano (arrojada con un giro
considerable con respecto a su eje largo) no lo hace asi.
(Por qué existe diferencia en el comportamiento de una y
otra?
Un pasador lanza una pelota de fiitbol americano que
vuela en espiral hacia el receptor. ;Es su impetu angular
constante, o casi constante? Distinga entre los casos en
que la pelota se bambolea y en los que no lo hace.
(Puede usted sugerir una teoria sencilla que explique la
estabilidad de una bicicleta en movimiento? Usted debe
explicar por qué es mucho mas dificil mantener el equilibrio
sobre una bicicleta que esté en reposo que sobre una que esté
enmarcha. (Véase “The Stability of the Bicycle”, por David
E. H. Jones, Physics Today, abril de 1970, pag. 34.)
(Por qué una barra larga le ayuda a un equilibrista que
camine por un cable a mantener el equilibrio?
Usted esta caminando a lo largo de un riel angosto y
comienza a perder el equilibrio. Si comenzara a caerse
hacia la derecha, ;de qué modo deberd hacer girar su
cuerpo para recuperar el equilibrio? Explique.
Los pernos de montaje que fijan Jos motores de los aviones
de propulsion a chorro al bastidor estructural del mismo
estan disefados para partirse en dos instantaneamente si
el motor (que gira rdpidamente) se agarrotara en forma
subita debido a alguna averia. jPor qué se emplean estos
“fusibles estructurales”?
Un jugador de hockey enojado atroja un palo a lo largo
del hielo. El palo gira en torno a su centro de masa al
deslizarse hasta que llega al reposo por la accion de la
friccién. Su movimiento de rotacion se detiene en el
preciso momento en que su centro de masa llega al reposo,
ni antes ni después. Explique por qué.
Cuando la velocidad angular w de un objeto aumenta, su
momento angular puede o no aumentar también. Dé un
ejemplo en que lo haga y otro en que no lo haga asi.
Un estudiante estd de pie sobte una mesa que gira con una
velocidad angular @ mientras sostiene dos pesas iguales

16.

17.

18.

19

20

21

.

con sus brazos estirados. Sin mover nada mas, deja caer
las dos pesas. ;Qué cambio, si lo hay, existe en la veloci-
dad angular del estudiante? ;Se consetva el impetu angu-
lar? Explique sus respuestas.

El helicoptero levanta el vuelo girando sus aspas. ;Por qué
no gira el fuselaje del helicoptero en la direccion opuesta?
Un aeroplano monomotor debe ser “equilibrado” para que
vuele a nivel. (El arreglo consiste en elevar un alerén y
bajar el opuesto.) ;Por qué es esto necesario? ;Es esto
necesario en un aeroplano bimotor en circunstancias nor-
males?

La hélice de un aeroplano gira en sentido de las manacillas
del reloj vista la hélice desde atras. Cuando el piloto enfila
hacia arriba después de un clavado empinado, decide
aplicar el timén de direccion haciala izquierda en el fondo
del clavado para mantener su rumbo. Explique.

Muchos de los grandes rios fluyen hacia el ecuador. ;Qué
efecto produce el sedimento que acarrean hacia al mar
sobre la rotacion de la Tierra?

Si toda la poblacién mundial se concentrard en la Antlan-
tida, afectaria esto la duracion del dia? Si asi fuera, jen
qué forma afectaria?

Una tornamesa circular gira con velocidad angular cons-
tante en torno a un eje vertical. No existe friccion ni una
torca que la impulse. Una cazuela circular descansa sobre
la tornamesa y gira con ella; véase la figura 22. El fondo
de la cazuela esta cubierto con una capa de hielo de espesor
uniforme, la cual estd, pot supuesto, girando también con
la cazuela. El hielo se funde pero de la cacerola no escapa
ni una gota de agua. ,Es ahora la velocidad angular mas
grande, la misma, o menor que la rapidez ori ginal? Dé las
razones de su respuesta.

Figura 22 Pregunta 21.

22. La figura 23a muestra a un acrébata lanzado hacia arriba

por un trampolin con un impetu angular nulo. ;Puede el
acrébata, maniobrando su cuerpo, caer sobre su espalda
como en la figura 2357 Como dato interesante, el 38% de
los entrenadores de clavados a quienes se les preguntd y
el 34% de un grupo de fisicos seleccionados dieron la
tespuesta incorrecta. ;Qué piensa usted? (Para un estudio
completo, véase “Do Springboard Divers Violate Angular
Momentum Consetvation?”, por Cliff Frohlich, American
Journal of Physics, julio de 1979, pag. 583.)
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(a)

)

Figura 23 Pregunta 22.

23.

25.

26.

27.

28.

Explique exactamente, en términos del impetu angular y
de la inercia de rotacion, como se “genera” un balanceo
en la posicion de sentado en un columpio. (Véase “How
to Get the Playground Swing Going: A First Lesson in The
Mechanics of Rotation”, pot Jeatl Walker, Scientific Ame-
rican, marzo de 1989, pag. 106.)

;Puede usted columpiarse de forma que logre girar en un
citculo completo, moviéndose totalmente alrededor del
sopotte de un columpio? Suponga (si lo desea) que el
asiento del columpio estd unido a su soporte por una barra
rigida en lugar de una cuerda o una cadena. Explique su
respuesta.

Una tornamesa circular gira libremente en torno a un eje
vertical. No existe friccién en el eje de rotacion. (a) Un
bicho, inicialmente en el centro de la tornamesa, camina
hacia el borde y se detiene. ;Como cambia el impetu
angular del sistema (tornamesa + bicho)? ;Cémo cambia
1a velocidad angular de la tornamesa? (b) Si el bicho se
cae del borde de la tornamesa (sin brincar), cémo cambiara
la velocidad angular de la tornamesa?

Una rueda giratoria de gran masa puede ser utilizada para
producir un efecto estabilizador sobre un buque. Si esta
montada con su eje de rotacion en angulo recto con la
cubierta del buque, jcual sera su efecto cuando el buque
tienda a bambolearse de un lado a otro?

Si el trompo de la figura 18 no estuviese girando, se caeria.
Si su impetu angular de giro es grande comparado con el
cambio causado por la torca aplicada, el trompo entraria
en precesion. ;Qué pasa entre tanto, cuando el trompo gira
lentamente?

Un Tippy-Top, con una seccién de una superficie esférica
de radio grande sobre un extremo y una espiga para girar
sobre el extremo opuesto, descansara sobre su supetficie
esférica sin girar pero deslizindose hacia un lado después
de girar, de modo que se quede parado sobre la espiga.
Explique. (Véase “The Tippy-Top”, por George D. Freier,
The Physics Teacher, enero de 1967, pag. 36.) Si usted no
tiene a la mano un Tippy-Top, use un huevo duro; el
compottamiento de “pararse sobre una punta” del huevo
al girar se sigue mas ficilmente si se pone una matca de
tinta en el extremo “puntiagudo” del huevo.
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PROBLEMAS

Seccién 13-1 Impetu angular de una particula

1.

Sisenos danr, p, y 6, podemos calcular el impetu angular
de una particula a partir de la ecuacion 2. Sin embargo, a
veces se nos dan en su lugar las componentes (x, y, z) de
ry (v, v, v)de v. (@) Demuestre que las componentes
de lalo largo de los ejes x, y, y z estan entonces dados por

[x = m(yvz - Zl)y),
= m(zv, — xv,),
L= m(xv, — yv,).

(b) Demuestre que si la particula se mueve solamente en
el plano xy, el vector del impetu angular resultante tiene
solo una componente z. (Sugerencia: véase la ecuacion 17
del capitulo 3.)

Una particula P con 2.13 kg de masa tiene una posicion r
y una velocidad v, como se muestra en la figura 24. Sobre
ella actiia la fuerza F. Los tres vectores estan en un plano
comun. Supongaque r =2.91m, v=4.18m/s,y F = 1.88
N. Calcule (a) el impetu angular de la particula y (b) la
torca, con respecto al origen, que actua sobre la patticula.
(Cudles son las direcciones de estos dos vectores?
Demuestre que el impetu angular con respecto a cualquier
punto de una sola particula que se mueva a velocidad
constante permanece constante durante el movimiento.
(a) Utilice los datos de los apéndices para calcular el
impetu angular total de todos los planetas debido a su
vuelta alrededor del Sol. (b) ;Qué fraccion de esto se
asocia con el planeta Jupiter?

Dos particulas, cada una de masa m y velocidad v, viajan
en direcciones opuestas a Jo largo de lineas paralelas
separadas por una distancia d. Halle una expresion para el
impetu angular total del sistema con respecto a cualquier
origen.

Calcule el impetu angular, respecto al centro de 1a Tierra,
de una persona de 84.3 kg situada en el ecuador de la
Tierra en rotacion.

Seccion 13-2 Sistemas de particulas

7. Elimpetu angular total de un sistema de particulas respec-

to al origen O de un marco de referencia inercial esta dado
por L = Zr; x p, en donde r; y p, estan medidos con
respecto a O. (a) Utilice las relacionesr,;=r_, +r/ y p, =
my,, + p; para expresar a L en términos de las posiciones
r/ y los impetus p; en relacién al centro de masa C;
véase la figura 25. (b) Utilice la definicién del centro de
masa y la definicion del impetu angular L’ con respecto
al centro de masa para obtener L = L’ + r_ x Mv__. (¢)
Demuestre como puede ser interpretado este resultado
teniendo en cuentas que el impetu angular total es la
suma del momento angular de giro (impetu angular con
relacion al centro de masa) mas el impetu angular orbital
(impetu angular del movimiento del centro de masa C con
respecto a O si toda la masa del sistema estuviese concen-
trada en C).

Figura 24 Problema 2.

m;
I

r;

Tem

0

Figura 25 Problemas 7y 8.

8. Sear,, el vector de posicion del centro de masa C de un

sistema de particulas respecto al origen O de un marco de
referencia inercial, y sea r;’ el vector de posicién de la
iésima particula, de masa m, con respecto al centro de
masa C. De aqui que r, = r_ + r; (véase la Fig. 25).
Definamos ahora que el impetu angular total del sistema
de particulas con relacién al centro de masa C sea L’ =
Zr/ x p/, en donde p; = m, dr/[dt. (a) Demuestre que p;
=m,; dr/dt - mdr_[dt = p, - m; v, (b) Demuestre des-
pués que dL'/dr = Zr; x dp;/dt. (c) Combine los resulta-
dos de (a) y (b) y, usando la definicién del centro de
masa y la tercera ley de Newton, demuestre que T, =
dL’[dt, donde T, es la suma de todas las torcas externas

que actiian sobre el sistema con respecto a su centro de
masa.

Seccién 13-3 Impetu angular y velocidad angular

9. La integral con respecto al tiempo de una torca se llama

impulso angular. (a) A partir de 7= dL/dt, demuestre que
el impulso angular resultante es igual al cambio en impetu
angular. Esto es la analogia de rotacion de la relacion
impulso-impetu lineal. (5) Para una rotacion alrededor de
un eje fijo, demuestre que

[ tdi=Fr(At) = Kow;— ),

donde r es el brazo del momento de la fuerza, F es el valor
promedio de la fuerza durante el tiempo que actia sobre
el objeto,y , y w,son las velocidades angulares del objeto
justo antes y justo después de actuar la fuerza.

10.

11.

12.

Un disco abrasivo con una inetcia de rotacion de 1.22 x
107 kg - m’® esta unido a un taladro eléctrico cuyo motor
desarrolla una torca de 15.8 N - m. Halle (a) el impetu
angular y (b) la velocidad angular del disco 33.0 ms
después de haber encendido el motor.

Una rueda de 24.7 cm, que se mueve inicialmente a razon
de 43.3 m/s, rueda hasta detenerse en 225 m. Calcule (a)
su aceleracion lineal y (b) su aceleracién angular. (¢) La
inercia de rotacion de la rueda es 0.155 kg - m’; calcule
la torca ejercida por la friccion sobre la rueda al rodar.
Dos ruedas, A y B, estan conectadas por una banda como
en la figura 26. El radio de B es tres veces el radio de A.
¢ Cual seria la razon de las inercias de rotacion I, /I, si (a)
ambas ruedas tienen los mismos impetus angulares y (b)
las dos ruedas tienen la misma energia cinética de rota-
cion? Suponga que la banda no se patina.

Figura 26 Problema 12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Demuestre que L = [ para el sistema de dos particulas
de la figura 7.

Usando los datos de los apéndices, halle el impetu angular
del giro de la Tierra respecto a su propio eje de rotacidn.
Suponga que la Tierra es una esfera uniforme.

El impetu angular de un volante que tiene una inercia de
rotacion de 0.142 kg - m® disminuye de 3.07 a 0.788
kg - m%/s en 1.53 s. (a) Halle la torca promedio que actia
sobre el volante durante este periodo. (b) Suponiendo una
aceleracion angular uniforme, ;,en qué angulo habra gira-
do el volante? (¢) ;Cuanto trabajo se efectud sobre el
volante? (d) ;Cudnta potencia promedio fue suministrada
por el volante?

La figura 27 muestra un cuerpo rigido simétrico que gira
en torno a un eje fijo. El origen de coordenadas ha sido
fijado por conveniencia en el centro de masa. Probar,
sumando las contribuciones hechas al impetu angular por
todos los elementos de masa m, en que esta dividido el
cuerpo, que L = Iw, donde L es el impetu angular total.
Un polin tiene una masa de 4.42 kg y una longitud de 1.23 m.
Inicialmente estd en reposo sobte una superficie horizontal
sin friccion y es golpeado perpendicularmente por un disco
de hule que le imparte una fuerza impulsiva horizontal de
12.8 N - s de impulso a una distancia de 46.4 cm del centro.
Determine el movimiento subsiguiente del polin.

Un cilindro rueda hacia abajo por un plano inclinado en
un angulo 6. Demuestre, por aplicacion directa de la
ecuacion 8 (£t = dL/dr), que la aceleracidn de su centro
de masa es 2g sen 6. Compare este método con el emplea-
do en el problema muestra 8 del capitulo 12.

Para hacer que una bola de billar ruede sin deslizarse desde
el reposo, el taco debe golpear a la bola no en el centro
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Figura 27 Problema 16.

20.

(esto es, no a una altura sobre la mesa igual al radio R de
la bola) sino exactamente a una altura de 2R/5 sobre el
centro. Demuestre este resultado. [Véase Arnold Sommer-
feld, Mechanics, Volume I of Lectures on Theoretical
Physics, Academic Press, Orlando (edicion en ristica de
1964), pags. 158 a 161, para un suplemento sobre la
mecanica de los billates.]

El eje del cilindro de la figura 28 est4 fijo y el cilindro esta
inicialmente en reposo. El bloque de masa M se estd mo-
viendo inicialmente hacia la derecha sin friccion con una
velocidad v,. Pasa sobre el cilindro a la posicion sefialada
en lineas punteadas. Cuando hace contacto por primera
vez con el cilindro, se desliza sobre el cilindro, pero la
friccion es suficientemente grande como para que el des-
lizamiento cese antes de que M pierda contacto con el
cilindro. El cilindro tiene un radio R y una inercia de
rotacion 1. Halle la velocidad final v, en términos de v,,
M, I, y R. Esto puede hacetse mas facilmente usando la
relacion entre el impulso y el cambio de impetu.

Figura 28 Problema 20.

21.

22,

Un barrote de longitud L y masa M esta sobre una mesa
horizontal sin friccion sobre la cual puede moverse libre-
mente de cualquier modo. Un disco de hule de los usados
en el hockey sobre hielo de masa m, que se mueve como
se muestra en la figura 29 con velocidad v, choca elasti-
camente con el barrote. (a) ;Qué cantidades se conservan
en la colision? (b) ;Cual debe ser la masa m del disco de
hule con el fin de que permanezca en reposo inmedia-
tamente después de la colision?

Dos cilindros que tienen radios R, y R, e inercias de
rotacion I, e I, respectivamente, estdn soportados por ejes
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23.

24.

25.

perpendiculares al plano de la figura 30. El cilindro grande
gira inicialmente a una velocidad angular @,. El cilindro
pequefio se mueve hacia la derecha hasta que toca al
cilindro grande y comienza a girar a causa de la fuerza de
friccidn entre los dos. Al cabo de un tiempo, el resbala-
miento cesa, y los dos cilindros gitan a razones constantes
en direcciones opuestas. Halle la velocidad angular final
, del cilindro pequefio en términos de I,, I, R, R,, y @,
(Sugerencia: No se conserva ningiin impetu angular ni la
energia cinética. Apliquese la ecuacién del impulso angu-
lar a cada cilindro. Véase el problema 9.)

Una bola de billar, inicialmente en reposo, tecibe de un
taco un impulso rapido. El taco es sostenido horizontal-
mente a una distancia h sobre la linea central como en la
figura 31. La bola deja el taco a una velocidad v, y, a causa
de una “inglesa hacia el frente”, adquiere una velocidad
final de 9 v,/7. Demuestre que i = 4R/5, donde Res el radio
de la bola.

En el problema 23, imaginemos que F va a ser aplicada
debajo de la linea central. (@) Demuestre que es imposible,
con esta “inglesa en reversa”, reducir la velocidad hacia
adelante a cero, sin que sobrevenga un rodamiento, a no
ser que h = R. (b) Demuestre que es imposible darle a la
bola una velocidad hacia atrds, a no ser que F tenga una
componente vertical hacia abajo.

Un bolichista lanza una bola de boliche de radio R =
11.0 cm a lo largo de la pista con una velocidad inicial v,
= 8.50 m/s. La bola se lanza de forma que patina durante
cierta distancia antes de que comience a rodar. No gira en
absoluto cuando toca primero la pista, siendo su movi-
miento una traslacion pura. El coeficiente de friccion
cinética entre la bola y la pista es de 0.210. (a) Durante
qué lapso de tiempo patina la bola? (Sugerencia: Mien-
tras que la bola patine, su velocidad v disminuye y su
velocidad angular @ aumenta; el patinaje cesa cuando v =
Rw). (b) ;A lo largo de qué distancia patina la bola? (c)
(Cudntas vueltas da la bola antes de que comience a rodar?
(d) ;Con qué velocidad se mueve cuando empieza arodar?

Seccion 13-4 Conservacion del impetu angular

26.

27.

28.

Las observaciones astronomicas demuestran que desde
1870 hasta 1900 la longitud del dia aument6 unos 6.0 x
107 s. (a) ;Qué cambio fraccionario correspondiente re-
sult6 en la velocidad angular de la Tierra? (b) Supdngase
que la causa de este cambio haya sido un desplazamiento
del material fundido en el nicleo de la Tierra. {Qué cam-
bio fraccionario resultante en la inercia de rotacion de la
Tierra podria consideratse para la respuesta a la parte (a)?
Supongamos que al Sol se le agote el combustible nuclear
y stibitamente se colapse para formar la asi llamada estre-
lla enana blanca, con un didmetro igual al de la Tierra.
Suponiendo que no hubiera pérdida de masa, ;cual seria
entonces el nuevo petiodo de rotacion del Sol, que actual-
mente es de unos 25 dias? Supdngase que el Sol y la
estrella enana blanca sean esferas uniformes.

Una persona estd de pie sobre una plataforma sin friccion
que gira con una velocidad angular de 1.22 rev/s; sus brazos
estan en cruz y en cada mano sostiene una pesa. Con sus
manos en esta posicion la inercia de rotacion total de la

29.

persona, junto con las pesas, y la plataforma es de 6.13
kg - m2. Si al mover las pesas la persona disminuye la inercia
de rotacién a 1.97 kg - m?, (@) jcudl es la velocidad angular
resultante de la plataforma y (b) jcudl es la razon entre la
nueva energia cinética y la energia cinética original?

En una clase demostrativa, se montan unos carriles de un
tren de juguete sobre una rueda grande que puede girar
libremente con friccion despreciable en torno a un eje
vertical; véase la figura 32. Sobre los carriles se coloca un
tren de juguete de masa m y, con el sistema inicialmente en
teposo, se conecta la potencia eléctrica. El trenecito llega a
una velocidad uniforme v respecto a los carriles. ;Cual es
la velocidad angular o de 1a rueda, si sumasa es M'y su radio
R? (Desprecie la masa de los rayos de la rueda.)

MM

Centro

d
n@—Lo

I &

Figura 29 Problema 21.

30.

El rotor de un motor eléctrico tiene una inercia rotatoria
I, = 2.47 x 10_, kg - m? respecto a su eje central. El motor
estd montado paralelo al eje de una sonda espacial que se
mueve con una inercia rotatotia I, = 12.6 kg - m® en torno
a su eje. Calcule el mimero de vueltas necesarias para
hacer girar a la sonda a través de 25.0° en torno a su eje.

Figura 30 Problema 22.

31.

32.

Una rueda con una inercia rotatoria de 1.27 kg - m® esta
girando a una velocidad angular de 824 rev/min en una
flecha cuya inercia totatoria es despreciable. Una segunda
rueda, inicialmente en reposo y con una inercia rotatoria
de 4.85 kg - m? se acopla de repente a la misma flecha. (a)
(Cuil es 1a velocidad angular de la combinacion resultante
de la flecha y las dos ruedas? (b) ;Qué fraccion de la
energia cinética original se pierde?

Con centro y rayos de masa despreciable, cierta rueda de
bicicleta tiene un rin delgado de 36.3 cm de radio y 3.66 kg
de masa; puede gitar sobte su eje con una friccion despre-
ciable. Un hombre sostiene a la rueda sobre su cabeza con

Figura 31 Problema23.

el eje vertical mientras estd de pie sobre una tornamesa
con libertad para girar sin friccion; la rueda gira en el
sentido de las manecillas del reloj, vista desde arriba, con
una velocidad angular de 57.7 rad/s, y la tornamesa esta
inicialmente en reposo. La inetcia de rotacion de rueda +
hombre + tornamesa respecto al eje de rotacién comiin es
de 2.88 kg - m*. (a) La mano del hombre detiene siibita-
mente la rotacion de la rueda (relativa a la tornamesa).
Determine la velocidad angular (magnitud y direccién)
resultante del sistema. (b) Se repite el experimento intro-
duciendo una friccion notable sobre el eje de la rueda, la
cual, comenzando desde la misma velocidad angular ini-
cial (57.7 rad/s), llega gradualmente al reposo (en relacién
a la tornamesa) mientras el hombre mantiene a la rueda
como se describié antes. (La tornamesa puede todavia
girar libremente sin friccién.) Describa qué le sucede al
sistema, dando tanta informacién cuantitativa como los
datos lo permitan.

Figura 32 Problema 29.

33. Una joven de 50.6 kg de masa est4 de pie sobre el borde

34.

3s.

de un tiovivo sin friccién de 827 kg de masa y 3.72 m
de radio, que no se mueve. Lanza una piedra de 1.13 kg
en una direccion horizontal tangente al borde exterior del
tiovivo. La velocidad de la piedra, en relacion al suelo, es
de 7.82 m/s. Calcule (a) la velocidad angular del tiovivo
y (b) la velocidad lineal de la joven después de haber
lanzado la piedra. Suponga que el tiovivo es un disco
uniforme.

En un parque de diversiones hay un pequeiio tiovivo de
1.22 m de radio y 176 kg de masa. El radio de giro (véase
el problema 11 del capitulo 12) es de 91.6 cm. Un nifio de
44.3 kg de masa corre a una velocidad de 2.92 m/s tangente
al borde del tiovivo cuando estd en teposo y luego salta
sobre €l. Desprecie la friccién entre las chumaceras y la
flecha del tiovivo y halle la rapidez angular del tiovivo y
el nifio.

Undisco plano uniforme de masa My radio R gira en torno
a un eje horizontal que pasa por su centro con una veloci-
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dad angular @,. (a) ;Cudl es su energia cinética? ;Cudl es
su impetu angular? (b) Del borde del disco se rompe en
cierto momento un trozo de masa m, de modo que el trozo
se eleva verticalmente sobre el punto en que se rompié
(Fig. 33). ;A qué altura de ese punto llegara antes de que
comience a caer? (¢) ;Cual es la velocidad angular final
del disco roto?

Figura 33 Problema 35.

36. Una cucaracha, de masa mi, corre en contra de las maneci-

37.

llas del reloj por el borde de un plato circular giratorio
montado sobre un eje vettical de radio R e inercia de
rotacion I que tiene chumaceras sin friccion. La velocidad
de la cucaracha (con relacion a la Tietra) es v, mientras
que el plato gira en sentido de las manecillas del reloj a
una velocidad angular @. La cucatacha encuentra un miga
de pan sobre el borde y, por supuesto, se detiene. (a) Halle
la velocidad angular del plato después de habetse detenido
la cucaracha. (b) ;Cuanta energia cinética se ha perdido,
si esto ha sucedido?

Una particula se proyecta horizontalmente en el interior
de un tazon hemisférico sin friccién de radio r, que se
mantiene en reposo (Fig. 34). Deseamos hallar la veloci-
dad inicial v, requetida para que la particula llegue a
la parte superior del tazén. Halle v, en funcién de 6,, la
posicién angular inicial de la particula. (Sugerencia: Em-
plee los principios de la conservacion.)

Figura 34 Problema 37.

38. Enuna gran pista circular horizontal sin friccién, de radio

R, se encuentran dos pequefias bolas de masas m y M, que
pueden deslizarse libremente sobre la pista. Entre las dos
bolas hay un resorte comprimido el cual, sin embargo, no
se halla unido a las bolas. Las dos bolas se mantienen
juntas por medio de un cordén. (a) Si el cordén se rompe,
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el resorte comprimido (que se supone sin masa) dispara a
las dos bolas en direcciones opuestas; el propio resorte
queda atrds. Las bolas chocan cuando se encuentran de
nuevo sobre la pista (Fig. 35). En donde tiene lugar esta
colision? Exprese la respuesta en términos del angulo, en
radianes, a través del cual se desplaza la bola M. (b) La
energia potencial inicialmente almacenada en el resorte
era U,. Halle el tiempo que trascurre desde que el cordén
se rompe hasta que sucede la colision. (¢) Suponiendo
que la colision sea perfectamente elastica y de frente, jen
dénde chocarian las bolas nuevamente después de la pri-
mera colision?

% Colision

Figuras 35 Problema 38.

39. Dos patinadores, cada uno de 51.2 kg de masa, se aproxi-

40.

41.

man uno al otro a lo largo de trayectorias paralelas sepa-
radas por 2.92 m. Tienen velocidades iguales y opuestas
de 1.38 m/s. El primer patinador lleva en sus manos una
barra ligera larga de 2.92 m de longitud, y el segundo
patinador toma el extremo de ésta al pasar; véase la
figura 36. Suponga que el hielo carece de friccion. (a)
Describa cuantitativamente el movimiento de los pati-
nadores después de que estdn unidos por la barra. (b)
Ayudéndose al jalar la barra, los patinadores reducen su
separacién a 0.940 m. Halle su velocidad angular enton-
ces. () Calcule la energia cinética del sistema en las partes
(@) y (b). {De dénde proviene el cambio?

Si las capas de hielo polar de la Tierra se fundiesen y el
agua tetornase a los océanos, éstos serian unos 30 m mds
profundos. ;Qué efecto tendria esto sobre la rotacién de
la Tierra? Haga una estimacién del cambio resultante
en la longitud del dia. (Se ha expresado la preocupacion
de que el calentamiento de la atmosfera como consecuen-
cia de la contaminacion industrial pudiera provocar que
las capas de hielo se fundan.)

Se cree que la Tierra se formo hace unos 4500 millones
de afios, como una esfera de densidad aproximadamente
uniforme. Poco tiempo después, el calor de la desintegra-
cion de elementos radiactivos hizo que gran parte de la
Tietra se derritiera. Esto favorecio que el material mas
pesado se hundiera hacia el centro de la Tierra, forman-
do el micleo. Hoy dia podemos representar a la Tierra
con un niicleo de 3570 km de radio y 10.3 g/em® de den-
sidad rodeado por una capa de 4.50 g/cm® de densidad que

Figura 36 Problema 39.

se extiende hasta la superficie del planeta (6370 km de
radio). Desconocemos la corteza de la Tierra. Calcule el
cambio fraccionario en la longitud del dia debido a la
formacion del micleo.

Seccion 13-5 El trompo

42. Un trompo gira a razén de 28.6 rev/s en torno a un eje que

43.

4.

forma un angulo de 34.0° con la vertical. Su masa es de
492 gy su inercia rotatoria es de 5.12 x 10 kg - m % El
centro de masa estd a 3.88 cm del punto de pivoteo. El giro
es en sentido de las manecillas del reloj visto desde arriba.
Halle la magnitud (en rev/s) y la diteccion de la velocidad
angular de la precesion.

Un giroscopio consta de un disco rotatotio con un radio de
48.7 cm convenientemente montado en el punto central
de un eje de 12.2 cm de longitud de modo que pueda girar
y entrar en precesion libremente. Su velocidad de giro es de
975 rev/min. La masa del disco es de 1.14 kg y la masa del
eje es de 130 g. Halle el tiempo requerido para una precesion
si el eje esta sujeto en un extremo y es horizontal.

Seccion 13-6 Cuantizacion del impetu angular

En 1913, Niels Bohr postuld que el impetu angulat
de cualquier sistema rotatotio mecanico con una inet-
cia de rotacién I estd cuantizado. Esto es,

L= Iw = n(h/2n),

donde L es el impetu angular y n es cualquier entero
positivo o cero. (@) Demuestte que este postulado restringe
a la energia cinética que el sistema rotatotio puede tener
a un grupo de valores discretos: es decir, la energia esta
cuantizada; halle una expresion para la energia. (b) Con-
sideremos al rotador rigido, consistente en una particula
de masa m obligada a girar en un circulo de radio R. ;Con
qué velocidades angulares podria girar la particula si el
postulado fuese cotrecto? ;Qué valores de energia cinética
podria tener? (¢) Trace un diagrama energia-nivel como
el de la figura 37, indicando cdmo varia el espaciamien-
to entre los niveles de energia al aumentar n. Ciertas

Figura 37 Problema 44.

45.

moléculas biatémicas de baja energia se comportan como
un rotador rigido.

(a) Supongamos que el electron se mueve en una orbita
circular en torno al protén de un atomo de hidrégeno. La
fuerza centripeta sobre el electrén es proporcionada por
una fuerza eléctrica e}/4m€,r?, donde e es la magnitud de
la carga de un electron y de un proton, r es el radio
de la orbita, y €, es una constante. Demuestre que el
radio de la orbita es

eZ
= 4regmu?

en donde m es la masa del electrén y v es su velocidad.
(b) Suponga ahota que el impetu angular del electron
respecto al proton solo puede tener valores que sean
muiltiplos enteros n de hf2rx, donde h es la constante de
Planck. Demuestre que las Unicas orbitas posibles del
electron son aquéllas con un radio

,= nh
2amy

(¢) Combine estos resultados para eliminara vy demues-
tre que las tnicas drbitas que son consistentes con ambos
requerimientos tienen radios
_ nPel?

nme?
De aqui que los radios permitidos sean ptoporcionales al
cuadrado de los enteros n = 1,2, 3, etc. Cuandon = 1, res
el mds pequeo y tiene el valor de 0.529 x 10 m.

Proyecto para la computadora

46. Consideremos dos volantes que estén montados sobre la

misma flecha pero libres de girar independientemente.
El volante 1, que inicialmente gira a 100 rad/s, tiene
una inercia rotatoria de 2.5 kg - m*. El volante 2, que
esta inicialmente en teposo, tiene una inercia rotatoria de
1.5 kg - m> Al deslizar un volante a lo largo de la flecha
ambos volantes entran en contacto entre si, cara contra
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;@;;@mtorcas entre si y llegan a alcanzar la misma
yrlogigad angular. (a) Suponga que no actdan otras torcas
que las de cada volante entre si y utilice el principio de la
conservacion del impetu angular para hallar la velocidad

angular final de los volantes.

Si la torca de cada volante sobre el otro puede ser
calculada, se puede usar una computadora pata seguir a
los volantes hasta que lleguen a la misma velocidad.
Suponga que la torca del volante 2 sobre el volante 1 esta
dada por 7, = -0.20(w, - @), donde o, es la velocidad
angular del volante 1 y o, es la velocidad angular del
volante 2. Aqui 7, estd en N - m y las velocidades angulares
estan en rad/s. La torca del volante 1 sobre el volante 2 es
1, = +0.20(®, - ®,). Las torcas contimian actuando hasta
que los volantes tengan la misma velocidad angular, y
luego se anulan. Mientras estan interactuando, el volante
1 obedece a 7, = I, y el volante 2 obedece a 1, = L,
Estas ecuaciones son matematicamente similares a las
ecuaciones de la segunda ley de Newton y pueden ser
integradas numéricamente de la manera descrita en la
seccion 6-6 y en los proyectos pata la computadora al final
del capitulo 6. Considere intervalos de tiempo de duracion
At y suponga que el volante 1 tiene una posicion angular
6,,y una velocidad angular o, al principio de un intervalo.
Entonces, su posicion angular y su velocidad angular al
final del intervalo pueden aproximarse por 6,, = 6,,+ @, At
y @, = 0, + o, Al = o, + (7,/1,) At, dondeT,, es la torca
al principio del intervalo. Se tienen ecuaciones similares
para el volante 2. Cuanto més pequefio sea Ar mejor sera
la aproximacion.

(b) Escriba un programa de computacion o disefie una
hoja de célculo para hallar la velocidad angular de los
volantes al final de cada segundo desde t = O hastat = 25 s.
Use un intervalo de integracion de 0.001 s. Trace las
velocidades angulares en funcién del tiempo en la misma
grafica, luego usar la gréfica o la lista de valores para
hallar las velocidades angulares finales y compare el re-
sultado con el valor obtenido en la parte (a).

(c) Para ver la influencia de una torca externa suponga
que la torca que actia sobre el volante 1 esta dada por 7,
= -4.0-0.20 (w, - ®,) y la torca que actiia sobrz el volante
2 es T, = +0.20(®, - ®,), donde las torcas estanenN-my
las velocidades angulares en radfs. Esto representa una
torca externa de -4.0 N - m. Use el programa de compu-
tacion para hallar las velocidades angulates de los volan-
tes y el impetu angular total en cada 1 s desde £ = 0 hasta
t = 25 s. De nuevo, use un intervalo de integracion de
0.001 s. Grafique las velocidades angulares en funcion del
tiempo. Puesto que 7, = dL,,,/dt, 1a torca externa deberia
producir un cambio en el impetu angular total de AL =
7,,At = -4.0 x 25 = -100 kg - m/s durante los primeros
25 s. jConcuerdan sus resultados? ;Cual volante sufre el
cambio (comparado con el caso de una torca externa nula);
o queda el cambio compartido?

(d) La velocidad angular final no depende de los deta-
lles de la torca que cada volante ejerce sobre el otro. ;Qué
depende de las torcas?



CAPITULO 14

 EQUILIBRIO DE

L

~ LOS CUERPOS

Las torres que soportan un puente colgante deben ser lo suficientemente fuertes conio para que
no se desplomen bajo el peso del puente y su carga de trdnsito; el tren de aterrizaje de un
aeroplano no debe romperse si el piloto realiza un mal aterrizaje; una silla no debe derrum-
barse ni volcarse cuando nos sentemos en ella. En todos esos problemas el diseiiador se
preocupa de que estas estructuras supuestamente rigidas realmente permanezcan rigidas bajo
las fuerzas y las torcas asociadas que actiien sobre ellas.

En esta clase de problemas debemos plantearnos dos preguntas: (1) ; Qué fuerzas y torcas
actian sobre el cuerpo supuestamente rigido? (2) Teniendo en cuenta su diserio’y los materiales
empleados, ; permanecerd rigido el cuerpo bajo la accidn de estas fuerzas'y torcas? En este
capttulo nos ocuparemos a fondo de la primera pregunta. Para responder a la segunda,
debemos estudiar congran detalle las propiedades de los materiales. Quedafuera del propdsito
de este libro tratar este tema exhaustivamente; ast, en la ultima seccidn de este capitulo
ofrecemos una breve exposicion.

-

bien, como veremos, las mismas restricciones son aplica-

—

14-1 CONDICIONES DEEQUILIBRIO bles tanto si el equilibrio es estatico como si no lo es.

El movimiento de traslacién del centro de masa de un

Se dice que un cuerpo rigido, como puede ser una si- cuerpo rigido se rige por la ecuacién 27 del capitulo 9,
lla, un puente, o un edificio, esta en equilibrio mecdnico dP
si, visto desde un marco de referencia inercial, tanto el 2 Fo = g
impetu lineal P como el impetu angular L del cuerpo
rigido tienen un valor constante. De manera equivalen- en la que L F, es la suma de todas las fuerzas externas
te, podriamos decir que tanto la aceleracion lineal a, que actian sobre el cuerpo. Si P tiene un valor constante,
de su centro de masa como la aceleracién angular o incluso cero, debemos tener que dP/dt = 0. Asi pues, la
respecto a cualquier eje fijo en el marco de referencia primera condicion del equilibrio es que la suma vectorial
son cero. de todas las fuerzas externas que actilen sobre el cuerpo

Esta definicion del equilibrio mecénico no requiere que debe ser cero, 0 sea
el cuerpo esté en reposo; esto es, P y L no tienen necesa-
riamente el valor constante de cero. Si son cero (0, lo que E Fe, = 0. (1)
es lo mismo, si la velocidad del centro demasa v,y la
velocidad angular e respecto a cualquier eje en el marco Esta ecuacién vectorial es equivalente a tres ecuaciones
son ambas cero), entonces estamos ante una situacion de escalares:
equilibrio estdtico.

En este capitulo buscamos cuiles son las restricciones 2 F,=0, 2 F,=0, 2 F,=0, (2
que deben imponerse a las fuerzas y a las torcas que actien
sobre un cuerpo para crear una condicién de equilibrio. donde, por conveniencia, hemos suprimido el subindice

Nos concentraremos en los casos de equilibrio estético, si “ext” de F,. Las ecuaciones 1y 2 postulan que la suma
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de dlas corélponentes de las fuerzas externas a lo largo de
cada una de tres direccione
s mutuamente per i
cada un perpendiculares
] El movimiento rotatorio de un cuerpo rigido ests regi-
o por la ecuacion 8 del capitulo 13, es decir
b

4L
E TCX! d[ ’

don’de L7, es la suma de todas las torcas externas qu

actuan'sobre el cuerpo. Si el impetu angular L tiq .

cuglquler valor constante, incluso cero, debemos te?:;e

que dL/dt = 0. Por tanto, la segunda condicion del e uilir

brio es c!ue la suma vectorial de todas las torcas extgr ;

que actien sobre el cuerpo debe ser cero, o sea e
E] b

> T =0. (3)

Esta ecuacién vectorial puede expresarse como tres ecua-

ETX=O, ET};:O: zrz=0’ (4)

que postulan que, en el equilibrio, la suma de las com
gznte(si de las torcas que actian sobre un cuerpo, a lo lafg:(;
de :: eaS 1;1:;1(3 tres direcciones mutuamente perpendicu-
deIf: esleé:giupfiadc:ondl.c1on del equil‘ibrio es independiente
o cion del origen y de los ejes de coordenadas que
usen para calcular las componentes de las torcas. Si |
torca neta es cero, entonces sus componentes soﬁ ;
para cualquier eleccion de los ejes x, y, y z. Ademas Cara
un cuerpo en equilibrio, la eleccién del origen para c’all)ara
lar. la§ torcas es irrelevante y puede hacerse segtin conv::i-
gzzoilc ; ;S(ieizn respecto a un origen O en particular,
con respecto a cualquier otro punto en el
marco de referencia de un cuerpo en equilibrio
I"robemos este ultimo postulado. Supongam.os ue
ap.llcan N fuerzas externas sobre el objeto. Res e:lcto 5‘;
origen O, la fuerza F, se ejerce en un punto ubicacli)o en ra
1

la 1 i
fuerza F, enr, , y asi sucesivamente. La torca neta con
respecto a O es, por lo tanto,

TO=11+1‘.2+ e +TN
=r1XFl+r2XF2+ e +1'NXFN. (5)

Sl}pongamos que un punto P estd situado en el desplaza-
miento r, conrespecto a O (Fig. 1). El punto de aplicacién

1 1 P)

Trz(rl—rP)XF1+(rz_rP)XFz
+ e +(I‘N—l'p)XFN
=[l'1XF1+l'2XF2+ e +I’NXF ]
—[rpXF, +rpxF,+ « - - +rp><NFN].

Fi

rp—rp
r

F igura 1 Lafuerza F, es una de las N fuerzas externas
a.ct’uan sobre un cuerpo rigido (no mostrado). El vector rque
sitda al punto de aplicacion de F, con relacién a Oy se uls
para calcular la torca de F, con respecto a O. El vegtor r :
se usa pata calcular la torca de F, con respecto a P o

al pr:imer grupo de términos entre corchetes da 7, de
. ..

ruer ocon 12'1 ecuacion 5. Podemos reescribir el segundo
grupo suprimiendo el factor constante de r, :

Tp=TO_[l'pX(Fl +F2+ ct +FN)]

e o(zn)]

= TO’

donde llevamos a cabo el tltimo paso porque £ F._ = 0 para
un cuerpo en equilibrio de traslacién. Entonces lz:x;orcalz:on
respecto a dos puntos cualesquiera tiene el r,nismo valo;
cuando el cuerpo estd en equilibrio de traslacion. ‘
A menuc’io tratamos con problemas en que todas las
fuerzas estan en un plano. En este caso las seis condicio-

ne i
! s de las ecuaciones 2 y 4 se reducen a tres. Resolvemos
as fuerzas en dos componentes:

SFE=0, S F,=0 (6)

z', s:) f:filculzi,mos las torcas con respecto a un punto que
ambien esté en el plano xy, todos las torcas deben estar

> 1,=0. @)

Nos llmiMremos, sobre todo, a problemas en un plano
para simplificar los cdlculos; esta condicién no imp;one
ninguna restriccién fundamental a la aplicacién de los
principios generales del equilibrio.

14-2 EL CENTRO DE GRAVEDAD

Una de lz’is'fuerzas que se encuentran en la dindmica del
cuerpo rigido es la fuerza de la gravedad, la cual es

y
mo g
mig
r; feg
Mg x
0

Figura2 Cada particula de un cuerpo, como el
representado con masa ni;, experimenta una fuerza
gravitatoria como Mg Todo el peso del cuetpo, aunque
distribuido en todo su volumen como la suma de las fuerzas
gravitatorias sobra todas sus particulas, puede ser
reemplazado por una fuerza uinica de magnitud Mg que actia
en el centro de gravedad. Si el campo gravitatorio es
uniforme (esto es, el mismo para todas las patticulas), el
centro de gravedad coincide con el centro de masa, y
entonces r, €s €l Mismo que r,.

cm

responsable del peso del cuerpo. Con autoridad (y sin
justificacion), hemos representado a fuerza sobre un cuer-
po de masa M por medio de un vector aislado Mg que
actuaba en el centro de masa del cuerpo. Aqui justificare-
mos este paso y estudiaremos las condiciones bajo las
cuales es valida.

El peso de un cuerpo extenso es en realidad la resultante
de un gran numero de fuerzas, cada una de ellas debida a
la gravedad, que actia sobre cada una de las particulas del
cuerpo. Esto es, podemos reemplazar al vector suma de
las fuerzas gravitatorias de todas las particulas de un
cuerpo con una sola fuerza: el peso. Ademas, la resultante
neta de las torcas gravitatorias correspondientes sobre
todas las particulas puede ser reemplazada por la torca
debida a esa fuerza Unica si imaginamos que actda en un
punto del cuerpo lamado el centro de gravedad.

Si la aceleracion gravitatoria g tiene el mismo valor en
todos los puntos del cuerpo, lo cual es asi en todos los
casos practicos de interés, ocurren entonces dos simplifi-
caciones: (1) el peso es igual a Mg, y (2) el centro de
gravedad coincide con el centro de masa. Comprobemos
estos dos resultados.

Imaginemos al cuerpo de masa M dividido en un gran
nimero de particulas. La fuerza gravitatoria ejercida por
la Tierra sobre la iésima particula de masa m; es m;g.
Esta fuerza se halla dirigida hacia el centro de la Tietra.
La fuerza neta sobre todo el objeto debida a la gravedad
es ]a suma sobre todas y cada una de las particulas, o sea
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SF=3 mg ®)

Puesto que hemos supuesto que g tiene el mismo valor
para cada particula del cuerpo, podemos sacar el factor g
de la suma de la ecuacion 8, lo cual da

S F=gY m=Mg ©)

Esto comprueba la primera de las afirmaciones hechas
anteriormente acerca de que podemos reemplazar a la
fuerza resultante de la gravedad que actda sobre todo el
cuerpo por la fuerza unica Mg.

Apliquemos ahora la condicion de la torca, ecuacion 3,
tomando las torcas respecto al punto arbitrario O, como
se muestra en la figura 2. El vector r; localiza a la particula
de masa m, con relacion a este origen. La torca neta en
torno a este punto debida a la gravedad que actua sobre

todas las particulas es

=73 @xmg) =3 (mrxe) (10)

donde el ultimo paso se toma introduciendo al escalar m,
dentro de la suma. Una vez mas usamos la constancia de
g para sacarla de la suma, teniendo cuidado de no cambiar
el orden de los vectores r; y g de modo que el signo del
producto cruz no cambie. Segun la ecuacién 12 del capi-
tulo 9, la suma restante, X mr; es precisamente Mr,,
donde r,, es el vector que sitia al centro de masa del
cuerpo con relacién al origen O. En estos dos pasos,
podemos expresar la ecuacién 10 asi:

21=<2 mi‘f>><g=Mrcm><g=rcmeg. (1)

La torca resultante sobre el cuerpo es, entonces, igual a la
torca que seria producida por la fuerza unica Mg que actia
en el centro de masa del cuerpo, y entonces el centro de
gravedad (cg) coincide con el centro de masa, lo cual com-
prueba la segunda afirmacion hecha anteriormente. Un co-
rolario 1til de la ecuacion 11 es que la torca debida a la
gravedad en torno al centro de masa de un cuerpo es cero.
;En qué condiciones estard en equilibrio un cuerpo
en la gravedad de la Tierra? Las ecuaciones 9 y 11 de-
muestran que, si aplicamos una fuerza unica F’ hacia
arriba de magnitud Mg en el centro de masa, entonces
tanto la fuerza neta como la torca neta seran cero, y
nuestras condiciones de equilibrio se cumpliran. Sin em-
bargo, también es cierto que el cuerpo estara en equilibrio
sila fuerza F” hacia arriba estd aplicada en cualquier punto
de una linea vertical que pase por el centro de masa. La
torca neta es cero en este caso, porque Mgy F' (= -Mg)
tienen la misma linea de accién. Por lo tanto, podemos
equilibrar un objeto aplicando una fuerza vertical F' no
sélo en el centro de masa, sino también en cualquier punto
situado directamente encima o debajo del centro de masa.
Podemos emplear esta propiedad para hallar el centro

de masa de un objeto extenso. Consideremos un cuerpo
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y y y

(@) b) ©

Figura3 Un cuerpo suspendido de un punto arbitrario S,
como en (a) y (b), estara en equilibtio estable sdlo si su
centro de gravedad (cg) cuelga verticalmente bajo su punto
de suspensién S. La linea punteada en (b) representa a la
linea vertical en (a), demostrando que el centro de gravedad
puede ser localizado al suspender al cuerpo de dos puntos
diferentes en forma sucesiva. (c) Si un cuerpo es suspendido
en su centro de gravedad, esta en equilibrio sin importar cual
sea su orientacion.

de forma arbitraria suspendido de un punto S (Fig. 3). El
punto de soporte, que ejerce una fuerza hacia arriba F’ =
~-Mg, debe estar sobre una linea vertical con el centro de
masa. Sitrazamos una linea vertical a través de S, entonces
sabemos que el centro de masa debe estar en algiin punto
de la linea. Podemos repetir el procedimiento tras una
nueva eleccién del punto S, como en la figura 3b, y
hallaremos una segunda linea que debe contener el centro
de masa. El centro de masa debe, por lo tanto, estar en la
interseccion de las dos lineas.

Si suspendemos el objeto del centro de masa, como en
la figura 3c, el cuerpo estard en equilibrio sin importar
cual sea su orientacién. Podemos voltearlo a nuestro an-
tojo y permanecera en equilibrio. Esto ilustra el corolario
de la ecuacion 11: la torca debida a la gravedad es cero
con respecto al centro de masa.

En esta seccién hemos usado de manera indistinta los
términos “centro de masa” y “centro de gravedad”. El
centro de masa se define asi para cualquier cuerpo cuerpo
Y puede calcularse, segiin los métodos descritos en el
capitulo 9, a partir del tamafio y la forma del cuerpo. Por
otra parte, el centro de gravedad se define unicamente
para los cuerpos situados dentro de un campo gravitatorio.
Para calcular el centro de gravedad, debemos conocer no
solo los detalles geométricos del cuerpo, sino también la
variacion de g sobre el cuerpo. Si g no es constante sobre
el cuerpo, entonces el centro de gravedad y el centro de
masa no coinciden, y g no puede suprimirse de las sumas
en las ecuaciones 8 y 10. Consideremos una barra unifor-
me como la que se muestra en la figura 4, cuyo eje esta
inclinado en cierto angulo diferente de cero respecto a la
horizontal. El centro de masa C esta el centro geométrico
de la barra. Si el eje de la barra fuese horizontal, el centro

mg8)

Figura4 Una barra uniforme en un campo gravitatorio no
uniforme. El centro de gravedad est4 en P, el cual no
coincide con el centro de masa C.

de gravedad P coincidiria con el centro de masa; esto es,
una fuerza unica hacia arriba F’ (de igual magnitud a Mg)
situada en C mantendria a la barra en equilibrio. Cuando
el eje no es horizontal, esto no sucede asi. Puesto que g
disminuye ligeramente con la distancia desde la Tierra, la
particula N en el extremo mads bajo de la barra experimenta
una atraccién gravitatoria mayor que una particula idén-
tica 1 en el extremo mads alto. Para compensar la tendencia
resultante de la barra a girar en sentido horario (o de las
manecillas del reloj) en torno a C, el centro de gravedad
P (el punto de aplicacién de la fuerza equilibrante hacia
arriba) debe estar situado un poco mas abajo de C. Al
cambiar el angulo con la horizontal, cambiara la posicién
de P. Ademds, si movemos la barra a un lugar en donde g
tenga un valor diferente, la relacién entre P y C para un
angulo de inclinacién dado sera diferente. Asi, el centro
de gravedad puede, en general, depender de la orientacion
del objeto, asi como del campo gravitatorio local. Para una
barra de un metro, inclinada en un angulo de 45° en las
cercanias de la superficie de la Tierra, la distancia entre el
centro de masa y el centro de gravedad es de alrededor
18 nm, mucho mas pequeiia que la precisién con la que
normalmente se trabaja en los problemas de equilibrio y,
por lo tanto, completamente insignificante. En problemas
de equilibrio, podemos suponer con seguridad que el
centro de gravedad y el centro de masa coinciden.

" 14-3 EJEMPLOS DE EQUILIBRIO

Al aplicar las condiciones de equilibrio (fuerza resultante
nula y torca resultante nula respecto a cualquier punto),
podemos aclarar y simplificar el procedimiento como
sigue.

En primer lugar, trazamos una frontera imaginaria al-
rededor del sistema en estudio. Esto ayuda a ver claramen-
te a qué cuerpo o a qué sistema de cuerpos estamos
aplicando las leyes de equilibrio. A este proceso se le
llama aislar al sistema.

En segundo lugar, trazamos los vectores que repre-
senten la magnitud, la direccién, y el punto de aplicacion

de todas las fuerzas externas. Una fuerza externa es aque-
1la que actia desde el exterior de 1a frontera que hayamos
trazado en primer lugar. Ejemplos de fuerzas externas que
se encuentran a menudo son las fuerzas gravitatorias y las
fuerzas ejercidas por cuerdas, alambres, barras, y vigas
que cruzan la frontera. Notese que sélo es necesario con-
siderar a las fuerzas externas que actian sobre el sistema;
todas las fuerzas internas se cancelan entre si en pares.

Existen ciertos casos en que la direccion de una fuerza
pudiera no ser obvia. Para determinar la direccion de
cierta fuerza, tracemos un corte imaginario a través del
miembro que ejerce la fuerza en el punto en que cruza la
frontera. Si los extremos de este corte tienden a separarse,
la fuerza actua hacia afuera. En caso de duda, conviene
elegir la direccién de la manera arbitraria. Un valor nega-
tivo de una fuerza en la solucién significa que la fuerza
actuia en direccion opuesta contraria a la que habriamos
supuesto.

En tercer lugar, elegimos un sistema de coordenadas
conveniente a lo largo de cuyos ejes resolvemos las fuer-
zas externas antes de aplicar la primera condicién de
equilibrio (Ecs. 1 6 2). La meta, aqui, consiste en simpli-
ficar los calculos. El sistema de coordenadas preferible es,
por lo general, aquel que haga minimo el nimero de
fuerzas que deban ser resueltas en componentes.

En cuarto lugar, elegimos un sistema de coordenadas
conveniente a lo largo de cuyos ejes resolvemos las torcas
externas antes de aplicar la segunda condicién de equili-
brio (Ecs. 3 6 4). Una vez mas, la meta consiste en
simplificar los calculos, y podemos usar sistemas de coor-
denadas diferentes al aplicar las dos condiciones para el
equilibrio estético si esto demuestra ser conveniente. Por
ejemplo, al calcular las torcas con respecto a un punto a
través del cual actien varias fuerzas se eliminan las fuer-
zas de la ecuacion de la torca.

En el equilibrio, las componentes de la torca que resulta
de todas las fuerzas externas debe ser cero en torno a
cualquier eje. Las torcas internas se cancelaran en pares
y no necesitan ser consideradas. Seguimos la misma con-
vencién que en capitulos anteriores para el signo algebrai-
co de la torca en torno a un eje en particular: tomamos a
una torca como positiva si por si misma produjera una
rotacién antihoraria en torno al eje.

Problema muestra 1 Una viga uniforme de longitud L cuya
masa m es de 1.8 kg descansa sobre sus extremos en dos bésculas
digitales, como en la figura 5a. Un bloque cuya masa Mesde
2.7 kg reposa sobre la viga, con su centro sl?uado a un cuarto
de L a partir del extremo izquierdo de la viga. ;Qué lectura
arrojaran las basculas?

Solucién Elegimos como nuestro sistemaala vigay al bloque
juntos. La figura 5b es un diagrama de cuerpo libre de este
sistema, que muestra todas las fuerzas externas que actian
sobre el sistema. El peso de la viga, mg, actia hacia abajo en su
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Limites del sistema
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Figura 5 Problema muestra 1. (@) Una viga de masa m
soporta a un bloque de masa M. Las basculas digitales
muestran las fuerzas verticales ejercidas en los dos extremos
de la viga. (b) Diagrama de cuerpo libre que muestra las
fuerzas que actiian sobre el sistema consistente en viga +
bloque.

centro de masa, el cual estd en su centro geométrico, puesto que
la viga es uniforme. De igual maneta, Mg, el peso del bloqpe,
actiia hacia abajo en su centro de masa. Las basculas empujan
hacia atriba en los extremos de la viga con fuerzas F,y F,. Lo
que buscamos son las magnitudes de estas 1ltimas dos fuerzas,
reflejadas en las lecturas que dan las basculas.

Nuestro sistema estd en equilibrio estatico, de modo que se
aplica la ecuacion del equilibrio de las fuerzas (Ec. 6) y la
ecuacion del equilibrio de las torcas (Ec. 7). Resolveremos este
problema de dos modos equivalentes.

1. Primera solucién. Las fuerzas no tienen componentes x, y
por lo tanto la condicion de que I Fx = 0 no nos proporciona
informacion alguna. Para las componentes y, tenemos

EFy=F,+F,—Mg—mg=0. (12)

Existen dos fuerzas desconocidas (F, y F,) pero no podemos
obtenetlas por separado porque sélo tenemos (hasta ahora) una
ecuacion. Por fortuna, tenemos otra ecuacion a la mano, es
decir, la ecuacién 7, la ecuacion de equilibrio de las torcas.

Podemos aplicar la ecuacion 7 a cualquier eje que foqne un
4ngulo recto con el plano de la figura 5. Elijamos un eje que
pase por el extremo izquierdo de la viga, de modo que desapa-
rezca la incognita F, de la ecuacion de la torca. Tendremos
entonces, de la ecuacion 7,

3 7, = (F;X0) + (F (L) — (mgXL/2) — (MgXL/4) =0, (13)

O s€a
F, = (g/4)}M +2m)
= (4)(9.8 m/s)[2.7 kg + 2(1.8 k)] = 15 N.
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Nétese cémo nuestra eleccion elimina a la fuerza F, de la
ecuacion de la torca y nos permite resolver directamente para
la otra fuerza. Si nos hubiéramos inclinado por tomar las torcas
respecto a cualquier punto arbitrario, habtiamos obtenido una
ecuacion en la que F, y F, podrian resolverse simultaneamente
con la ecuacion 12. Nuestra eleccién de ejes nos ayuda a
simplificar el dlgebra un tanto pero, por supuesto, de ninguna
manera cambia la solucién final.

Si sustituimos el valor de F, en la ecuacion 12 Y tesolvemos
para F, hallamos que

Fi=(M+mg—F,
=(2.7kg+ 1.8 kg)(9.8 m/s?) — 15N =29 N.

Notese que la altura del centro de masa del bloque no intetviene
en lasolucién de este problema. ;Es esto fisicamente razonable?

2. Segunda solucién. Como comprobacién, resolvamos este
problema de un modo diferente, aplicando la ecuacion de equi-
li_brio de las torcas en totno a dos ejes diferentes. Al elegiraun
eje que pase por el extremo izquierdo de la viga, como lo
hicimos anteriormente, hallamos la solucicn F,=15N.

_Para un segundo eje que pase por el extremo derecho de la
viga, la ecuacion 7 nos da

2 T = (F)0) — (F)L) + (mgXL/2) + (Mg)(3L/4) = 0.
14
Resolviendo para F,, hallamos o

F,=(g/4)3M + 2m)
= (4)(9.8 m/s?)[3(2.7 kg) + 2(1.8 kg)] = 29 N,

de acuerdo con nuestro resultado anterior. Notese que la longi-
tud de la viga no interviene explicitamente en este problema.

_La solucion para las dos incognitas en este problema (F,y F))
exige dos ecuaciones independientes. En este segundo método
nuestras dos ecuaciones (Ecs. 13 y 14) provienen de las dos,
ecuaciones de las torcas; la ecuacion de la fuerza (Ec. 12) no
proporciona una informacién independiente. De hecho como
puede demostrarse, al restar las dos ecuaciones de las tor::as nos
da la ecuacion de la fuerza.

Problema muestra2 Un bolichista sostiene en la palma de la
mano una bola de boliche cuya masa M es de 7.2 kg. Como lo
muestra la figura 6a, el brazo esta vertical y el antebrazo estd
horizontal. ;Qué fuerzas deberan ejercer el musculo biceps y la
estructur? osea del brazo sobre el antebrazo? El antebrazo y
la mano juntos tienen una masa m de 1.8 kg, y las dimensiones
necesarias sond = 4.0 cm, D = 15 cm, yL=33cm.

Sol}lci(’)n Nuestro sistema consta del antebrazo y la bola de

bollche juntos. La figura 6b muestra un diagrama de cuerpo

llb,re. Las fuerzas desconocidas son T, la fuerza ejercida por el

musculo biceps, y F, la fuerza ejercida por el brazo sobre el

antebrazo. Al igual que en el problema muestra 1, todas las

fuerzas son verticales. |
Partiendo de la ecuacion 6, L F, = 0, hallamos

Y F=T—F—mg—Mg=0. (15)
Aplicando la ecuacidn 7 respecto a un eje que pase por O y

tomando las rotaciones en sentido antihorario como positivas
obtenemos ’

2 &= (T)d) + (F)O) — (mgXD) — (Mg)L)=0. (16)

Sistema

== d = r— Brazo — Bola
—x
(7] mg
L S
® VF

Figura 6 Problema muestra 2. (a) Una mano sostiene una
bola de boliche. Se marca la frontera del sistema.

(b) Diagrama de cuerpo libre, que muestra las fuerzas que
actian. Los vectores estén a escala, mostrando las potentes
fuerzas ejercidas por el miisculo biceps y pot el brazo en la
articulacion del codo (punto 0).

Al elqgir que nuestro eje pase por el punto O, hemos eliminado
la vz:inable F de esta ecuacion. La ecuacion 16, resuelta para T,
nos da

o g MD+ ML
d
= (9.8 m/s?) (L8 keX15 cm) + (7.2 k)33 cm)
4.0cm
=648 N = 146 Ib.

Mgv
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Figura 7 Problemas muestra 3y 4.
(a) Un bombero esta a medio camino
de una escalera apoyada contra una
pared sin friccion. (b) Diagrama de
cuerpo libre, que muestra (a escala) las

@ | )

Entonces el misculo biceps debe jalar del antebrazo con una
fuerza que sea alrededor de nueve veces mas grande que el

peso de la bola de boliche.
Si resolvemos la ecuacion 15 para F y sustituimos en ella el

valor de T dado atriba, hallamos
F=T—gM+m)
=648 N — (9.8 m/s?)(7.2 kg + 1.8 kg)
=560 N = 126 1b.

La fuerza F es también grande, siendo alrededor de ocho veces
el peso de la bola de billar.

Problemamuestra3 Unaescaleracuyalongitud Lesde 12m
y cuya masa m es de 45 kg descansa contra una pared. Su
extremo superior estd a una distancia /1 de 9.3 m del suelo, como
vemos en la figura 7a. El centro de masa de la escalera estd a
un tercio del camino hacia arriba. Un bombero cuya masa M es
de 72 kg sube por la escalera. Suponga que la pared, pero no el
suelo, carece de friccidn. ;Qué fuerzas ejercen sobre la escalera
la pared y el suelo?

Solucién La figura 7b muestra un diagrama de cuerpo libre.
La pared ejerce una fuerza horizontal F,, sobre la escalera; no
puede ejercer fuerza vertical alguna porque se supone que el
punto de contacto entre la pared y la escalera esta libre de
friccion. El suelo ejerce una fuerza sobre la escalera con una
componente horizontal f debida a la friccién y una componente
vertical N, la fuerza normal. Elegimos los ejes de coordenadas
como se muestra, con el origen O en el punto en que la escalera
se apoya en el suelo. La distancia a desde la pared al pie de la
escalera se halla facilmente a partir de

a=VLI-R=J12mP— (9.3 my=7.6m.

Partiendo de la ecuacion 6, la ecuacién de equilibrio de las
fuerzas, tenemos que, respectivamente,

S F.=F,—f=0 (17)

Y F,=N—Mg—mg=0. (18)

La ecuacion 18 da

y
fuerzas que actian.
Bombero
LN
Escalera
mg
N
a
LHE—%
a
2
N=g(M+ m)

= (9.8 m/s?)(72 kg + 45 kg) = 1150 N.

Partiendo de la ecuacion 7, la ecuacion del equilibrio de las
torcas, tenemos, tomando un eje que pase por O, el punto de
contacto de la escalera con el suelo,

3 1, = —(F,)(h) + (Mg)a/2) + (mg)a/3)=0.  (19)

Esta acertada eleccion de la posicion de los ejes elimina dos
variables, f y N, de la ecuacidon de equilibrio de las torcas.
Podemos hallar, resolviendo la ecuacion 19 para F,,

_ gaM/2 + m/3)
h

_ (9.8 m/s?)}(7.6 m)[(72 kg)/2 + (45 kg)/3] — 410N
9.3m )

Partiendo de la ecuacion 17 tenemos

F,

S=F,=4I10N.

Problema muestrad4 Enel problema muestra 3, el coeficiente-
de friccion estitica y, entre la escalera y el suelo es de 0.54. ;A
qué altura puede subir el bombero antes de que la escalera
empiece a deslizarse?

Solucién En el problema muestra 3 hallamos que, cuando el
bombeto esta a medio camino hacia arriba en la escalera, la
fuerza normal N es 1150 N. La fuerza mdxima de friccion
estdtica es £, = 4N = (0.54)(1150 N) = 620 N. La fuerza real
de friccion hemos hallado en ese problema era f= 410 N, que
es menor que f, . . Al continuar subiendo el bombero, faumen-
tara, y ocurrird un deslizamiento cuando el bombero haya
subido una distancia d a lo largo de la escalera, de modo que f
= f. .. Deseamos hallar la distancia d.

Las fuerzas que actian tienen la misma nomenclatura que los
dela figura 7. Al aplicar la ecuacion 7 en torno a un eje que pase
por el punto de contacto de la escalera con el suelo, tenemos

3 7. =—(F)(h) + (mg)a/3) + (Mg)da/L) = 0,

donde da/L es 1a distancia horizontal entre O'y la linea de accién
del peso Mg del bombero. Resolviendo para F,, hallamos
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_gafpd m
Fw—h(ML+3). (20)

La ecuacién 20 nos muestra que al subir el bombero por la
escalera (esto es, al aumentar d), la fuerza F, ejercida por
la pared debe aumentar para que se mantenga el equilibrio. Para
hallar a d en el punto de deslizamiento, debemos primero hallar
aF,

La ecuacién 6 del equilibrio de fuerzas en la direccion x
nos da

Ny F,=F,—f=0.
En el punto de deslizamiento, tendremos entonces que
Fo=[= faax =1 N. @1

De la ecuacion 6 para el equilibrio de fuerzas en la direccion y,
tenemos

S F,=N—-Mg—mg=0,
O sea
N=g(M+ m). (22)

Al combinar las ecuaciones 21 y 22, tenemos

F,=ugM+ m). (23)

Finalmente, si combinamos las ecuaciones 20 y 23 y resolvemos
para d, tendremos

d=L[MM_ﬂ]
a

M M
—(12m) [(0.54)(9.3 m) (T2kg+45kg)  45kg
7.6 m 72 kg (3X72 kg)
= 10.4 m.

El bombero puede subir el 87% de la escalera antes de que
comience a deslizarse.

(Cudl es el coeficiente de friccion minimo que permite que
el bombero suba toda la escalera (d = L)? ;Cual es el coeficiente
de friccién minimo necesario para hacer que la escalera no se
deslice antes de que el bombero comience a subir?

Problema muestra 5 Una viga uniforme de longitud L =
3.3 m y masa m = 8.5 kg estd engoznada a una pared como en
la figura 8a. Un alambre unido a la pared a una distancia d =
2.1 m sobre el gozne estd unido al otro extremo de la viga,
siendo la longitud del alambre tal que la viga forma un angulo
de 8= 30° con la horizontal. Un cuerpo de masa M = 56 kg estd
suspendido del extremo superior de la viga. Halle la tensién en
el alambre y la fuerza ejercida por el gozne sobre la viga.

Solucién La figura 85 muestra todas las fuerzas externas que
actian sobre la viga, la cual hemos elegido como nuestro
sistema. A causa de que dos de las fuerzas estdn dirigidas
verticalmente hacia abajo, elegimos que nuestros ejes sean
horizontal y vertical. La tension en el alambre y la fuerza
ejercida por el gozne sobre la viga estan representadas por sus
componentes horizontal y vertical.

Partiendo de la ecuacién 6 para el equilibrio de traslacién,
obtenemos

> F=F,—T,=0, (29

Limites
del sistema
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Figura8 Problema muestra 5. (a) Una viga soportada por
un gozne situado en el extremo inferior de una pared y por un
alambre unido a la pared en su extremo superior. Un objeto
de masa M cuelga del extremo superior de la viga.

(b) Diagrama de cuerpo libre, que muestra las fuerzas

que actian sobre la viga. El gozne ejetce una fuerza F y

la tensién en el alambre proporciona una fuerza T.

S F,=F,+T,— mg— Mg=0. (25)

Para aplicar la condicién del equilibrio rotatorio, elegimos un
eje que pase por el extremo superior de la viga. (;Por qué?)
Segin la ecuacion 7, tenemos entonces

Y 1.=—F,(Lcos8)+ F,(L sen 6) + mg(% cos 9) =0,

O sca

F,=F, tan0+%’. (26)

Si sustituimos los valores numéricos, las ecuaciones 24 a 26 dan
por resultado

F,=T,,
F,+T,=632N,

F,=(0.577)F, + 41.7N.

Observemos que tenemos cuatro incognitas, a saber, F,, F,,
T,y T,, pero sdlo tres ecuaciones que las relacionen. Necesita-
mos otra relacién entre estas cantidades si queremos resolver
este problema. Esta relacién final se deduce del hecho de que
T,y T, deben de sumarse para dar un vector resultante T dirigido
a lo largo del alambre. El alambre (flexible) no puede soportar
una fuerza transversal a su dimension larga. [Notese que esto
no sucede asi en el caso de la viga (rigida).] De aqui que nuestra
cuarta ecuacion sea
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T,=T,tan o, 27)

donde tan a = (d - L sen 8)/(L cos 6) = 0.157, que corresponde
a a = 8.9°. Asi nuestra cuarta ecuacién resulta ser

T,=0.157T,.
Al combinar las cuatro ecuaciones hallamos que, después de
llevar a cabo el algebra necesaria,
F,=506N, F,=804N, T,=I126N, T,=804 N.

La tension en el alambre sera entonces
T=VTi+ T2=814N,

y la fuerza ejercida por el gozne sobre la viga es
F=VFZ+ F2=950N.

Nétese que tanto T como F son considerablemente mas grandes
que los pesos combinados de la viga y el cuerpo suspendido
(632 N).

El vector F forma un angulo con la horizontal de

F,
=tan"! =2 =32.2°.
] F,

Entonces, el vector de la fuerza resultante que actia sobre la
viga en el gozne no apunta a lo largo de la direccion de la viga.

En los ejemplos anteriores hemos tenido cuidado de li-
mitar el nimero de fuerzas desconocidas al numero de
ecuaciones independientes que relacionan a las fuerzas.
Cuando todas las fuerzas actian en un plano, podemos
tener solamente tres ecuaciones de equilibrio indepen-
dientes, una para el equilibrio de rotacion respecto a
cualquier eje normal al plano, y las otras dos para el
equilibrio de traslacion en el plano. Sin embargo, a menu-
do tenemos mads de tres fuerzas desconocidas. Por ejem-
plo, en los problemas muestra 3 y 4, si abandonamos la
hipétesis artificial de una pared sin de friccion, tenemos
cuatro cantidades escalares desconocidas, es decir, las
componentes horizontal y vertical de la fuerza que actia
sobre la escalera y la pared, y las componentes horizontal
y vertical de la fuerza que actua sobre la escalera en el
suelo. Estas fuerzas no pueden ser determinadas porque
tenemos solamente tres cantidades escalares. Al asignar
cualquier valor a una fuerza desconocida, pueden deter-
minarse las otras tres fuerzas. Pero si carecemos de una
base para asignar cualquier valor particular a una fuerza
desconocida, es posible, mateméticamente, un numero
infinito de soluciones. Por lo tanto, debe ser posible hallar
otra relacién independiente entre las fuerzas desconocidas
si esperamos resolver el problema en forma unica. (En el
problema muestra 5, esta ultima ecuacion provino de una
propiedad fisica de uno de los elementos del sistema.) El
hecho de considerar torcas respecto a un segundo eje no
ofrece una cuarta ecuacién independiente; podemos de-
mostrar que tal ecuacién es una combinacion lineal dela
primera ecuacidn de la torca y las dos ecuaciones de las

fuerzas, y por lo tanto no contiene ninguna informacion
nueva.

Otro ejemplo sencillo de una estructura indeterminada
ocurre cuando deseamos determinar las fuerzas ejercidas
por el suelo sobre cada una de las cuatro llantas de un
automévil cuando esta en reposo sobre una superficie
horizontal. Si suponemos que estas fuerzas son normales
al suelo, tenemos cuatro cantidades escalares desconoci-
das. Todas las demds fuerzas, como el peso del automovil
mas los pasajeros, actian como normales al suelo. Por lo
tanto, tenemos solamente tres ecuaciones independientes
que nos dan las condiciones del equilibrio, una para el
equilibrio de traslacién en la direcci6n tnica de todas las
fuerzas y dos para el equilibrio (rotatorio) con respecto a
los dos ejes perpendiculares entre si en un plano horizon-
tal. De nuevo, la solucién del problema es matematica-
mente indeterminada. Una mesa de cuatro patas, contodas
ellas en contacto con el piso, es un ejemplo similar.

Desde luego, puesto que existe realmente una solucion
tinica a este problema fisico, debemos hallar una base
fisica para la relacién independiente adicional entre las
fuerzas que nos permita resolver el problema. La dificul-
tad desaparece cuando pensamos que las estructuras nun-
ca son perfectamente rigidas, como lo hemos supuesto
tacitamente hasta ahora. Todas las estructuras se defor-
man en realidad, de alguna manera. Por ejemplo, las
llantas del automévil y el suelo se deforman, como tam-
bién lo hacen la escalera y la pared. Las leyes de la
elasticidad y las propiedades elasticas de la estructura de-
terminan la naturaleza de la deformacién y proporcionan
la relacién adicional necesaria entre las cuatro fuerzas.
Por lo tanto, un analisis completo requiere no solamente
de las leyes de la mecanica del cuerpo rigido sino tam-
bién de las leyes de la elasticidad. En la seccion 14-5
consideraremos brevemente estos temas.

14-4 EQUILIBRIO ESTABLE,
INESTABLE, Y NEUTRO

DE LOS CUERPOS RIGIDOS
EN UN CAMPO GRAVITATORIO

En el capitulo 8 vimos que la fuerza de la gravedad es una
fuerza conservativa. Para las fuerzas conservativas pode-
mos definir una funcidn de la energia potencial U(x, y, 2),
donde U se relaciona con F segun
aU au 19
F [E— —

F=-22 =
* ax’ ¥

Byt Tf ez
En los puntos donde 8U/dx sea cero, una particula some-
tida a esta fuerza conservativa estara en equilibrio de

traslacién en la direccidn x, ya que entonces F, es igual a
cero. En forma equivalente, en los puntos en que dU/dy o



340 Capitulo 14 Equilibrio de los cuerpos rigidos

Figura 9 Una superficie con energia potencial gravitatoria.
Una particula que experimente la fuerza gravitatoria
correspondiente se comportaria de modo similar a una
patticula que se deslizara sin friccion sobre una superficie
sdlida real de esta forma. Una particula situadaen 4, B, o C
estaria en equilibrio. El punto A representa un equilibrio
estable, porque una particula que se desplace ligeramente
desde A tenderd a regresar alli. El punto B representa un
equilibrio inestable, porque una particula que se desplace
ligeramente desde B tendera a aumentar su desplazamiento.
En el punto C, una particula que se desplace a lo largo del eje
aa’ tenderd a regresar a C, pero si su desplazamiento fuera a
lo largo del eje bb’, tenderia a aumentar su desplazamiento.
El punto C se llama punto silla, porque la supetficie de esta
region tiene forma parecida a una silla de montar. El
equilibrio neutro, que no se ilustra, estaria representado por
una superficie horizontal plana.

dU/dz sean cero, una particula estara en equilibrio de
traslacion en las direcciones y y z, respectivamente. La
derivada de U en un punto, y la correspondiente compo-
nente de la fuerza sobre una particula, sera cero cuando U
tenga un valor extremo (maximo o minimo) en ese punto
o cuando U sea constante con respecto a la coordenada
variable. Entonces la particula puede estar en equilibrio
cuando U sea mixima, minima, o constante. Conside-
remos, por orden, cada una de estas tres posibilidades.

Cuando U sea un minimo (el punto A de la figura 9), la
particula esta en equilibrio estable; cualquier desplaza-
miento desde esta posicion dara por resultado una fuerza
de restitucion que tiende a regresar a la particula a la
posicion de equilibrio. De igual forma, podemos decir que
si un cuerpo esta en equilibrio estable, para que cambie
su posicion debera efectuarse un trabajo sobre él por
un agente externo. Esto dara por resultado un aumento en
su energia potencial.

Cuando U sea un mdximo (el punto B en la figura 9), la
particula esta en equilibrio inestable; cualquier desplaza-
miento desde esta posicion dara por resultado una fuerza
que tiende a empujar a la particula mas alla de la posicién
de equilibrio. En este caso, para que cambie su posi-

cién ne debera efectuarse trabajo alguno sobre la particula
por un agente externo; el trabajo efectuado para desplazar
al cuerpo lo proporciona la fuerza conservativa, dando
por resultado una disminucién en su energia potencial.

Cuando U sea una constante, la particula esta en equi-
librio neutro. En este caso una particula puede desplazarse
ligeramente sin experimentar una fuerza, sea ésta repulsi-
va o de restauracion.

Todas estas observaciones se aplican a particulas, esto
es, al movimiento de traslaciéon. Supongamos ahora que
tratamos con un cuerpo rigido. Debemos considerar tanto
el equilibrio rotatorio como el equilibrio de traslacién. Sin
embargo, el problema de un cuerpo rigido situado en un
campo gravitatorio es particularmente sencillo, porque
puede considerarse que todas las fuerzas gravitatorias de
las particulas del cuerpo rigido actiian en un punto, tanto
para propdsitos de traslacion como para propdsitos de
rotacion. Para propésitos del equilibrio bajo fuerzas gra-
vitatorias, podemos reemplazar al cuerpo rigido por una
sola particula en el centro de gravedad, cuya masa sea la
del cuerpo.

Por ejemplo, consideremos un cubo en reposo sobre una
de sus caras situado sobre una mesa horizontal. En la
figura 10a se muestra al centro de gravedad en la seccién
transversal central del cubo. Proporcionemos una fuerza
al cubo de modo que lo haga girar sin deslizamiento en
torno a un eje a lo largo de una arista. Notese que el centro
de gravedad se eleva y que sobre el cubo se efectia un
trabajo, lo cual aumenta su energia potencial. Si se retira
la fuerza, el cubo tiende a regresar a su posicion original.
Por lo tanto, esta posicion inicial es la de un equilibrio
estable. En términos de una particula de masa equivalente
situada en el centro de gravedad, este proceso se describe
con la linea de puntos que indica la trayectoria seguida por
el centro de gravedad durante este movimiento. Se ve que
la particula tiene una energia potencial minima en la
posicién de equilibrio estable, como se requiere. Podemos
concluir que el cuerpo rigido estara en equilibrio estable
si la aplicacion de cualquier fuerza puede elevar el centro
de gravedad del cuerpo, pero no bajarlo.

Si se hace girar al cubo hasta que se equilibre sobre una
esquina, como en la figura 105, entonces el cubo estara de
nuevo en equilibrio. Esta posicion de equilibrio se consi-
dera inestable, pues la aplicacidn de una fuerza horizontal,
aun la mas leve, causaria que el cubo se cayera de esta
posicion con una disminucién de su energia potencial.
La particula de masa equivalente en el centro de grave-
dad sigue la trayectoria punteada que se muestra. En la
posicion de equilibrio inestable esta particula tiene una
energia potencial maxima, como se requiere. Podemos
concluir que el cuerpo rigido estara en equilibrio inestable
si la aplicacion de cualquier fuerza horizontal tiende a
descender el centro de gravedad del cuerpo.

Un cubo en equilibrio sobre una de sus aristas puede
considerarse en equilibrio inestable si se aplica una fuerza

|
|
|
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Figura 10 El equilibrio de un cuerpo extenso. (a) Un cubo
que descansa sobre una mesa se halla en equilibrio estable,
porque su centro de gravedad C se eleva cuando el cubo es
volteado por una fuerza horizontal F. (b) Un cubo en
equilibrio sobre una de sus esquinas se halla en equilibrio
inestable, porque C cae cuando el cubo es ladeado por F.

(¢) Una esfera estd en equilibrio neutro respecto a una fuerza
horizontal, porque C no se eleva ni cae cuando se aplica F.
Compirense estos critetios de equilibrio de un cuerpo
extenso con los de una particula, ilustrados en la figura 9.

horizontal perpendicular a la arista, pero esta en equilibrio
estable respecto a una fuerza horizontal paralela a la arista.
Asi, una particula puede estar en equilibrio estable respec-
to a una coordenada y en equilibrio inestable respecto a
otra. Esta condicion recibe el nombre de punto silla y
corresponde al punto C de la figura 9.

El equilibrio neutro de un cuerpo rigido se ilustra me-
diante la esfera sobre una mesa horizontal (Fig. 10c). Si la
esfera se halla sometida a una fuerza horizontal, el centro
de gravedad no se eleva ni desciende, sino que se mueve
a lo largo de la linea punteada horizontal. La energia
potencial de la esfera es constante durante el desplaza-
miento, como lo es la de la particula de masa equivalente
situada en el centro de gravedad. El sistema no tiende a
moverse en ninguna direccion cuando se retira la fuerza
aplicada. Un cuerpo rigido estara en equilibrio neutro si
la aplicacion de cualquier fuerza horizontal no eleva ni
baja el centro de gravedad del cuerpo.

(En qué circunstancias estaria en equilibrio estable un
cuerpo rigido suspendido? ;Cuando estaria en equilibrio
inestable un cuerpo rigido suspendido, y cuando estaria
en equilibrio neutro?

14-5 ELASTICIDAD

Una mesa de tres patas es una estructura que puede
analizarse mediante las técnicas de este capitulo. Las tres
patas estdn en contacto con el suelo, el cual ejerce una
fuerza normal vertical sobre cada pata. Usando una ecua-
cion de la fuerza para el equilibrio (el peso, que actuia en
el centro de gravedad, debe ser igual a la suma de las tres
fuerzas normales) y dos ecuaciones de la torca (conside-
rando torcas respecto a dos ejes perpendiculares en el
plano horizontal del suelo), podemos hallar las tres fuer-
zas normales desconocidas a partir de tres ecuaciones.
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Figura 11 Los atomos de un sélido se distribuyen en
estructuras de redes tridimensionales repetitivas. Las fuerzas
interatémicas se hallan representadas aqui por resortes.

Una mesa de cuatro patas, sin embargo, nos ofrece
cuatro incognitas y no puede analizarse por estas técnicas
sin tener mds informacion respecto a la relacion entre las
fuerzas normales. Por ejemplo, supongamos que las pa-
tas sean de longitudes ligeramente diferentes. Cuando
colocamos un peso muy pesado sobre la mesa, podemos
comprimir a las patas en cantidades diferentes para que
las cuatro patas estén en contacto con el suelo. A partir
de la compresion de las patas, podemos hallar la relacion
faltante entre las fuerzas que nos permita resolver el
problema (véase problema muestra 8).

La rigidez de los llamados cuerpos rigidos es en reali-
dad una ilusién. Los sélidos estan compuestos de dtomos
que no estan en contacto rigido. Los dtomos no tienen
superficies duras que puedan compactarse apretadamen-
te; sus nubes de electrones pueden ser moldeadas o defor-
madas por fuerzas externas. En un sélido, los atomos estan
unidos entre si por fuerzas que se comportan de modo muy
parecido a las fuerzas de los resortes. La figura 11 muestra
una representacion de una parte de una red solida, que es
la ordenacién regular de los atomos como los podriamos
encontrar en un cristal. Cada dtomo esta en equilibrio bajo
la influencia de los seis resortes que lo rodean; las cons-
tantes efectivas de los resortes son muy grandes, de modo
que se necesita una gran fuerza para cambiar la separa-
cidn. A esto se debe la idea de rigidez que percibimos. En
otros solidos, los atomos pueden estar ordenados en filas
largas mas bien que en redes cubicas; estos materiales no
son sumamente rigidos, como no lo es, por ejemplo, el
hule. Cuando estiramos un material asi, aplicamos la
fuerza suficiente para cambiar los espacios atémicos.

Todos los cuerpos “rigidos™ reales son eldsticos hasta
cierto punto, lo cual significa que podemos cambiar sus
dimensiones ligeramente al jalarlos, empujarlos, torcer-
los, o comprimirlos. Para formarse una idea de los drdenes
de magnitud implicados, consideremos una barra de acero



342 Capitulo 14 Equilibrio de los cuerpos rigidos

Figura 12 (a) Un cilindro, sometido a
un esfuerzo de traccion, es estirado en
una cantidad AL. (b) Un cilindro,
sometido a un esfuerzo cortante, se
deforma como un monte de naipes.

(@ ®

Placa de base

de 1 m de longitud y 1 cm de didmetro. Si colgamos un
automovil del extremo de la barra, ésta se estirara, pero
solo unos 0.5 mm, 6 0.05%. Ma4s aun, la barra retornard a
su longitud original cuando se haya descolgado el auto-
movil.

Si colgamos dos automoviles de la misma barra, ésta se
estirara permanentemente y no recuperara su longitud
original cuando hayamos retirado la carga. Por otra parte,
si colgamos a tres automéviles de la barra, ésta se rompe-
rd. Justo antes de la rotura, la elongacion de la barra sera
menor del 0.2%. Aunque deformaciones como ésta pare-
cen pequeiias, en la practica de la ingenieria son impor-
tantes.

La figura 12 muestra dos modos en que el sélido puede
cambiar sus dimensiones cuando ciertas fuerzas actian
sobre él. En la figura 124, un cilindro es estirado. En la
figura 12b, el cilindro es deformado por las llamadas
fuerzas cortantes, como podria deformarse un monte de
naipes o un libro. (Un tercer modo es la compresion
uniforme, la cual resulta de la aplicacion de las fuerzas
uniformemente en todas direcciones. En el capitulo 17
consideraremos la compresion uniforme). Los tres modos
tienen en comun que existe un esfuerzo, que se relaciona
con las fuerzas aplicadas, y existe también una deforma-
cion de alguna clase.

El esfuerzo y la deformacién adquieren formas dife-
rentes en los casos de la figura 12 pero, en lo que respecta
a la préctica diaria de la ingenieria, son proporcionales
entre si. La constante de proporcionalidad se llama mddu-
lo de elasticidad. Asi pues,

esfuerzo = mddulo x deformacion (28)

La figura 13 muestra la relacién entre el esfuerzo y la
deformacién para cilindros de prueba de acero tal como
el de la figura 14. Para una parte sustancial de la gama de
esfuerzos aplicados, la curva esfuerzo-deformacién es
lineal y tiene aplicacién la ecuacidén 28, con un moédulo
constante (correspondiente a la porcion lineal de la figu-
ra 13). Al continuar creciendo el esfuerzo, la relacién

esfuerzo-deformacion puede ser no lineal, pero el material
permanece elastico: es decir, si se retira el esfuerzo, la
muestra retorna a sus dimensiones originales.

Si el esfuerzo aumenta mas alla del limite de cedencia
o limite eldstico del material, la muestra sufre un cambio
permanente y no recupera sus dimensiones originales
cuando se haya retirado el esfuerzo; esta clase de compor-
tamiento se llama plasticidad. Mas alla de la elasticidad
o cedencia sucede, inevitablemente, la rotura, la cual se
da tras un esfuerzo llamado resistencia a la rotura o
resistencia final.

Tension y compresion

Para un estiramiento o una compresion simples, el esfuer-
zo se define como F/A, la fuerza dividida por el area sobre
la que actia, y la deformacién se define como la cantidad
sin dimensiones AL /L, la fraccién de cambio de longitud
de la muestra. Si la muestra es una barra larga, notese que
no solo toda la barra sino también cualquier seccion de

Resistencia a la rotuira o resistencia final

e

Zona
Limite de cedencia

plastica
olimite eldstico -

Esfuerzo (F/A}

Zona eléstica

Deformacion (AL/L)

Figura 13 Curva de esfuerzo-deformacion de una muestra
de prueba de acero, tal como la de la figura 14. La muestra de
prueba se deforma permanentemente cuando el esfuerzo es
igual al limite de cedencia del material. Se rompera cuando el
esfuerzo sea igual a la resistencia a la rotura del material.

—— 11

L

Figura 14 Una muestra de prueba, usada para determinar la
curva de esfuerzo-deformacion como la de la figura 13.

ella experimenta la misma deformacién cuando se le
aplica un esfuerzo determinado. Puesto que el esfuerzo no
tiene dimensiones, en la ecuacién 28 el mddulo tiene las
mismas dimensiones que el esfuerzo, es decir, fuerza por
unidad de area.

El médulo de los esfuerzos de tension y de compresion
se llama mddulo de Young, y en la practica de la ingenieria
se representa mediante el simbolo E. La ecuacion 28 se
convierte en

F AL
1 T
o bien
FL
== 29
AL I7E (29)

En una muestra a menudo puede medirse la deforma-
cién AL/L convenientemente por medio de un medidor
de deformacidn; véase la figura 15. Estos aparatos senci-
llos y utiles, que pueden colocarse directamente en la
maquina en operacién con adhesivos, se basan en el
principio de que la resistencia eléctrica de alambres he-
chos de ciertos materiales es una funcion de la deforma-
cion del alambre.

Aunque el médulo puede ser el mismo tanto para la
compresiéon como para la tensidn, la resistencia a la
rotura puede ser distinta en ambos casos. Por ejemplo, el
concreto es muy resistente a la compresion, pero tan débil
a la tensidn que casi nunca se usa de esta manera en la
practica de la ingenieria. La tabla 1 muestra los valores
del médulo de Young y otras propiedades elasticas de
algunos materiales de interés en ingenieria.
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Figura 15 Medidor de deformacién, cuyas dimensiones son
9.8 mm por 4.6 mm. El medidor se fija con un adhesivo al
objeto cuya deformacion va a medirse. La resistencia
eléctrica del medidor varia con el esfuerzo, permitiendo
medir deformaciones hasta de un 3%.

Esfuerzo cortante

En el caso del esfuerzo cortante, el esfuerzo es también
una fuerza por unidad de area pero el vector de fuerza esta
en el plano del drea en lugar de formar un angulo recto
con ella. Una vez mds la deformacidon es una razén sin
dimensiones AL/L estando las cantidades definidas como
se muestra en la figura 12b. El médulo que se indica con
el simbolo G en la practica de la ingenieria, recibe el
nombre de mddulo del esfuerzo cortante. La ecuacion 29
se aplica a los esfuerzos cortantes, siendo el modulo E
reemplazado por el médulo G.

Los esfuerzos cortantes juegan un papel esencial en las
flechas que giran bajo carga, en las fracturas de huesos
provocados por torceduras, y en los resortes.

Problema muestra 6 Una batra de acero estructural tiene un
radio R de 9.5 mm y una longitud L de 81 cm. Se le estira
axialmente con una fuerza F de 6.2 x 10* N (unas 7 ton). (a)
(Cuil es el esfuetzo en la barra? (b) ;Cual es el alargamiento
de la barra bajo esta carga?

TABLA 1 ALGUNAS PROPIEDADES ELASTICAS DE MATERIALES

SELECTOS DE INTERES EN INGENIERIA

Mddulo de Limite de Limite de
Densidad Young resistencia cedencia

Material (kg/m>) (10° N/m?) (10° N/m?) (10° N/m?)
Acero' 7860 200 400 250
Aluminio 2710 70 110 95
Vidrio 2190 65 50¢ —
Concreto® 2320 30 40* —
Madera' 525 13 50¢ —
Hueso 1900 9t 170* —
Poliestireno 1050 3 48 —_

' Acero estructural (ASTM-A 36). ¥ Alta resistencia.
* En compresion. 1 Pino.
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Soluciéon (a) El esfuerzo se define de

F_F 6.2 X 10* N
stress = — = — =
(7)9.5 X 1073 m)?

A nR?
=22 X 108 N/m?

El limite de cedencia del acero estructural es de 2.5 x 10°* N/m?,
de modo que esta barra estd peligrosamente cerca de su limite
de cedencia.

(b) De la ecuacién 29, usando el resultado que hemos calcu-
lado, obtenemos
_FMAL _ (22X 108 N/m2)(0.81 m)

E 2.0 X 10" N/m?

=8.9 X 107*m = 0.89 mm.

AL

Asi, la deformacion AL/L es (8.9 x 10™ m)/(0.81 m), lo cual es
1.1 x 1072, 0sea0.11%.

Problema muestra7 El fémur, que es el hueso primordial del
muslo, tiene un didmetro minimo de unos 2.8 cm en un hombre
adulto, lo cual corresponde a una seccion transversal A de 6 x
10* m? ;Con qué carga de compresion se romperia?

Soluciéon De la tabla 1 vemos que la resistencia de la rotura
S, del hueso sujeto a compresion es de 170 x 10° N/m?. La fuerza
de compresion es, entonces,

F=25,4= (170 X 10° N/m?)(6 X 107% m?)
=1.0X10°N.
Lo que significa 23,000 b, unas 11 ton. Aunque se trata de
fuerza grande, ésta puede presentarse durante, por ejemplo, un

mal aterrizaje en paracaidas sobre terreno firme. La fuerza no
necesita ser prolongada; unos cuantos milisegundos bastarian.

Ahora estamos preparados para comprender cdmo nos
pueden ayudar las propiedades elasticas de los materiales
a determinar sus condiciones de equilibrio, como lo su-
giere el siguiente problema muestra.

Problema muestra 8 Una mesa de cuatro patas tiene tres de
ellas de longitud D = 1.00 m; la cuarta es mas larga por una
pequeia distancia d = 0.50 mm, de modo que la mesa se
bambolea ligeramente. Sobre la mesa se coloca verticalmente
un pesado cilindro de acero, cuya masa M es de 290 kg, de modo

que las cuatro patas se comprimen y la mesa ya no se tambalea.
Cada pata es un cilindro de madera cuya area de seccién
transversal A es 1.0 cm®. El médulo de Young E para la madera
es de 1.3 x 10" N/m> Supdngase que el tablero de la mesa
permanece a nivel y que las patas no se pandean. ;Con qué
fuerza empujard el suelo contra cada pata?

Solucién Consideremos al tablero de la mesa como nuestro
sistema. Si el tablero permanece a nivel, cada una de las tres
patas cortas debe comprimirse en la misma cantidad AL, con la
misma fuerza F,. La unica pata larga debe comprimirse en una
cantidad mayor AL, por una fuerza F,, y debemos tener

AL, +d=AL,.

De la ecuacién 29 (AL = FL/EA), podemos escribir esta relacion
asi:

FiD+dAE=F,D+d)~F,D, (30)

donde despreciamos a d en comparacién con D en el iltimo
término. De la ecuacion 6 para el equilibrio de las fuerzas en la
direccion vertical, tenemos

S F,=3F,+F,— Mg=0. 31)

Si resolvemos las ecuaciones 30 y 31 para las fuerzas descono-
cidas, hallamos

_ (290 kg)(9.8 m/s)
4
(5.0 X 10~ m)(10~* m?)(1.3 X 10'° N/m?)
- (4)(1.00 m)
=711 N—163 N=548 N.

De igual manera,

=711 N+ 489 N=1200 N.

Usted puede demostrar que, para llegar a su configuracion de
equilibrio, las tres patas cortas se comprimieron en 0.42 mm
cada una, y la unica pata larga en 0.92 mm, siendo la diferencia
0.50 mm, como se esperaba.

El cilindro debe colocarse situado mas cerca de la pata larga
que de cualquiera de las tres patas mas cortas si el tablero ha de
permanecer horizontal. Puede usarse la condicién de equilibrio
de las torcas para hallar su posicion, si conocemos las dimen-
siones del tablero y la colocacion de sus patas.

PREGUNTAS

1. ;Son ambas ecuaciones 1 y 3 condiciones necesarias y
suficientes para el equilibrio mecdnico? ;Para el equili-
brio estético?

2. ;Esté en equilibrio una bola de béisbol en el instante en
que llega al reposo en la cima de un disparo vertical?

3. En un péndulo simple, ;esta el disco en equilibrio en
cualquier punto de su balanceo? Si es asi, ;dénde?

4. Una rueda que gira a una velocidad angular constante @
respecto a un eje fijo estd en equilibrio mecdnico porque
no actua sobre ella una fuerza externa neta o una torca. Sin

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

embargo, las particulas que conforman la rueda experi-
mentan una aceleracion centripeta a dirigida hacia el eje.
Puesto que a # 0, ;cémo podemos decir que la rueda esta
en equilibrio?

Dé vatios ejemplos de un objeto que no esté en equilibtio
aun cuando la resultante de todas las fuerzas que actien
sobre €l sea cero.

;Coinciden el centro de masa y el centro de gravedad en
un edificio? ;Y en un lago? ¢Bajo qué condiciones resulta
insignificante la diferencia entre el centro de masa y el
centro de gravedad? Dé un ejemplo.

Si un cuerpo rigido es arrojado al aire sin darle un giro, no
girara durante su vuelo, siempte que la resistencia del aire
pueda despreciarse. ;Qué implica este simple resultado
tespecto a la ubicacion del centro de gravedad?

La gimnasta olimpica Mary Lou Retton realizé algunos
ejercicios admirables en las barras paralelas asimétricas.
Un amigo le dice a usted que un anilisis cuidadoso de las
peliculas de sus proezas demuestra que, no importa lo que
haga, su centro de masa estd arriba de su(s) punto(s) de
apoyo en todo momento, como lo exigen las leyes de la
fisica. Comente la afirmacion de su amigo.

(Qué es mas probable que se rompa con el uso: una
hamaca fuertemente estirada entre dos drboles o una que
se combe un poco? Explique su respuesta.

Una escalera de mano estda en reposo con su extremo
superior contra una pared y su extremo inferior sobre el
suelo. ;Es mas probable que se resbale cuando alguien esta
parado sobre ella en la parte mas baja o en la parte mds
alta? Explique.

Un libro reposa sobre una mesa. La mesa lo empuja hacia
arriba con una fuerza precisamente igual al peso del libro.
En términos poco formales, jcomo “sabe” la mesa qué
fuerza hacia arriba debe proporcionatr? ;Cual es el meca-
nismo por el cual entra en juego esta fuerza? (Véase “The
Smart Table”, por Earl Zwicker, The Physics Teacher,
diciembre de 1981, pag. 633.)

Pongase de pie frente al borde de una puerta abierta, con
un pie a cada lado de ella. Hallard que no le es posible estar
parado sobte las puntas de los pies. ;Por qué?

Siéntese en una silla de respaldo recto y trate de ponerse
de pie sin inclinarse hacia el frente. ;Por qué no puede
hacerlo?

Una barra larga le ayuda a un equilibrista a mantener el
equilibrio. ;Cémo?

Un bloque compuesto hecho de madera y metal descansa
sobre una mesa. ;En qué orientacién de las dos mostradas
en la figura 16 puede usted volcarlo con la menor fuerza?
En el problema muestra 5, ;por qué no es necesario con-
siderar la friccion en el gozne?

Un cuadto esta colgado de una pared por dos alambres.
. Qué orientacién deben tener los alambres para soportar
una tension minima? Explique como es posible el equili-
brio con cualquier nimero de orientaciones y tensio-
nes, aun cuando el cuadro tenga una masa definida.
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Figura 16 Pregunta 15.
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Demuestre cémo usar una bascula de resorte pata pesar
objetos bastante mas alla de la lectura maxima de la
bascula.

Explique, usando fuerzas y totcas, cémo un arbol puede
mantener el equilibrio en un vendaval.

Un virus en un tubo lleno de liquido de una centrifuga que
estd en movimiento circular uniforme (es decir, en movi-
miento acelerado) como lo ve un observador en el labo-
ratorio. Sin embargo, un observador que girara con la
centrifuga declararia que el virus no esta acelerado. Ex-
plique cémo puede estar el virus en equilibrio para este
segundo observador pero no para el primero.

Un bloque uniforme, en forma de paralelepipedo rectan-
gular de lados en la razén 1:2:3, se halla sobre una supet-
ficie horizontal. ;En qué posicidn, en caso de que haya
alguna, es decit, sobre cual de sus tres caras, puede decirse
que es mas estable?

(Existe algun cuerpo que sea realmente rigido? Si existe,
dé un ejemplo. Si no, explique por qué.

Usted esta sentado en el asiento del conductor de un
automovil estacionado. Se le dice que las fuerzas ejer-
cidas hacia arriba por el suelo sobre cada una de las
cuatro llantas son diferentes. Exponga los factores que
deben considerarse para formar esta afirmacién como
cierta o no.

En el problema muestra 3, si la pared no estuviese carente
de friccién, ¢nos proporcionarian las leyes empiricas de
la friccién una condicion extra necesaria para determi-
nar la fuerza (vertical) extra ejercida por la pared sobre la
escalera?

Cuando el cilindro de prueba de la figura 14 se estira bajo
el esfuerzo aplicado se hace mas larga. ;Qué cambio, si lo
hay, esperaria usted en el didmetro del cilindro?

(Es el médulo de Young para el hule mayor o menor que
el moédulo de Young para el acero? Segiin este critetio, jes
md4s elastico el hule que el acero?

Una viga horizontal apoyada en ambos extremos esta
cargada en el centro. Demuestre que la parte superior de
la viga estd bajo compresion mientras que la parte inferior
esta bajo tension.

JPor qué se usan varillas de refuerzo en las estructuras de
concreto? (Compare la resistencia a la tensién del concreto
con su resistencia a la compresion.)
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PROBLEMAS

Seccion 14-1 Condiciones de equilibrio

1. Una familia de ocho miembrtos, cuyos pesos en libtas se
indican en la figura 17, se halla en equilibrio en un
balancin de sube y baja. ;Cual es el mimero que corres-
ponde a la persona que produce la torca mas grande,
respecto al punto de pivoteo, dirigido (a) hacia afuera de

la pagina y () hacia adentto de la pagina?
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Figura 17 Problema 1.

2. Tres fuerzas actian sobre un objeto cuadrado rigido de
peso despreciable jalando en sus esquinas como se mues-
tra, a escala, en la figura 18. (a) ;Se satisface la primera
condicion del equilibrio? (b) ;Se satisface la segunda
condicién del equilibrio? (¢) Si alguna de las respuestas
precedentes es negativa, ;podria una cuarta fuerza restituir
el equilibrio del objeto? Si es asi, especifique la magnitud,
direccion, y punto de aplicacién de la fuerza necesaria.

Figura 19 Problema 4.

5. La torre inclinada de Pisa (véase la figura 20) tiene 55 m

de altura y 7.0 m de didmetro. La parte superior de la torre
se desplaza 4.5 m de la vertical. Considerando a la torre
como un cilindro uniforme, circular, {(a) qué desplaza-
miento adicional, medido en la parte superior, llevara a
la torre a un vuelco inminente? (b) ;Qué angulo con la
vertical formara la torre en ese momento? (La razén de
movimiento actual de la parte superior es de 1 mm/afio.)

Figura 18 Problema 2.

3. Demuestre que cuando actiian solamente tres fuerzas so-
bre un objeto en equilibrio, deben ser coplanares y sus
lineas de accion deben encontrarse en un punto o ser

paralelas.

Seccion 14-3 Ejemplos de equilibrio

4. Se sabe que cierta nuez requiere, para rompetrse, fuer-
zas de 46 N ejercidas sobre ella en ambos lados. ;Qué
fuerzas F se requeriran cuando esté colocada en el casca-

nueces mostrado en la figura 19?

Figura 20 Problema S.

6. Un cubo descansa en reposo sobre una mesa horizontal

cuando se le aplica una pequena fuerza horizontal perpen-
dicular y en el centro de una arista de la parte superior.
La fuerza aumenta ahora uniformemente. ;Qué le ocurrira
al cubo primero, se deslizard o se volcara? El coeficiente
de friccion estatica entre las superficies es igual a 0.46.

. Un guacal en forma de cubo de 1.12 m contiene una pieza

de maquinaria cuyo disefio es tal que el centro de gravedad
del guacal y de su contenido esta situado a 0.28 m sobre
su centro geométrico. El guacal descansa sobre una rampa
que forma un angulo 8 con la horizontal. Al aumentar 8
desde cero, se llegara a un angulo en el cual el guacal o
bien comenzara a deslizarse hacia abajo o bien se volcara.

Cuil de estos fenomenos sucedera si el coeficiente de
friccion estatica es (a) ;0.60? (b) ;0.70? En cada caso dé
el angulo en el cual ocurre el fenémeno.

Una cadena flexible de peso W cuelga entre dos puntos
fijos, A y B, situados en el mismo nivel, como lo muestra
la figura 21. Halle (a) la fuerza ejercida por la cadena sobre
cada punto extremo y (b) la tensién en la cadena en el
punto mas bajo.

Figura 21 Problema 8.

9.

En la figura 22 un hombre trata de sacar a su automovil
del lodo en el borde de una catretera. Ata fuertemente un
extremo de una cuerda alrededor de la defensa delantera
y el otro extremo alrededor de un poste de teléfonos que
esta a una distancia de 62 ft de la defensa. Luego empuja
de lado a la cuerda en su punto medio con una fuerza F =
120 b, desplazando el centro de la cuerda 1.5 ft de su
posicion previa, y el automévil comienzaa moverse. Halle
la fuerza ejercida por la cuerda sobre el automovil. (La
cuerda se estira un tanto bajo la tensién.)

e R (S

Figura 22 Problema 9.

10.

11.

12.

13.

Una esfera uniforme de peso w y radio r estd sostenida
mediante una cuerda amarrada a una pared sin friccion a
una distancia L medida desde el centro de la esfera, como
se ilustra en la figura 23. Halle (a) la tensién en la cuerda
y (b) la fuerza ejercida sobre la esfera por la pared.

Un automévil estacionado de 1360 kg de masa tiene una
base de ruedas (distancia entre el eje delantero y el trasero)
de 305 cm. Su centro de gravedad estd ubicado a 178 cm
detras del eje delantero. Determine (a) la fuerza hacia
arriba ejercida por el suelo contra una de las dos ruedas
delanteras (se suponen iguales) y (b) la fuerza hacia artiba
que el suelo ejerce contra cada una de las dos ruedas
traseras (se suponen iguales).

Una persona de 160 Ib de peso camina por un puente
nivelado y se detiene a mas de tres cuartas partes de la
distancia desde un extremo del puente. Este es uniforme
y pesa 600 lb. ;Cuales son los valores de las fuerzas
verticales que los soportes ejercen sobre cada extremo del
puente por sus apoyos?

Una clavadista de 582 N de peso esta de pie sobre el
extremo de un trampolin uniforme de 4.48 m de longitud,
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Figura 23 Problema 10.
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Figura 24 Problema 13.

14.

15.

16.

17.

sujeto por dos pedestales entre los cuales hay una separa-
cion de 1.55 m, como se ilustra en la figura 24. Halle la
tension (o compresion) en cada uno de los dos pedestales.
Una barra de un metro se balancea sobre el borde de un
cuchillo en la marca de 50.0 cm. Cuando se colocan dos
monedas sobre la marca de 12.0 cm, se encuentra que la
barra cargada se equilibra en la marca de 45.5 cm. Cada
moneda tiene una masa de 5.00 g. Halle lamasa de la barra.

Una viga es transportada por tres obreros, uno en un
extremo y los otros dos soportando la viga entre ellos sobre
un travesafio situado de modo tal que la carga se reparte
igualmente entre los tres. Halle donde estd colocado el
travesafio. Desprecie la masa del travesafio

Un limpiador de ventanas de 74.6 kg usa una escalera de
mano de 10.3 kg que tiene 5.12 m de largo. Sitia un
extremo a 2.45 m de una pared y descansa la parte superior
contra una ventana cuyos vidrios estdn quebrados y sube
por la escalera. Cuando llega a 3.10 m se rompe la ventana.
Despreciando la friccion entre la escalera y la ventana y
suponiendo que la base de la escalera no se desliza, halle
(a) la fuerza ejercida sobre la ventana por la escalera justo
antes de que se rompa la ventana y (b) la magnitud y
direccion de la fuerza ejercida sobre la escalera por el
suelo justo antes de que se rompa la ventana.

La figura 25 muestra las estructuras anatémicas de la
pierna y el pie que intervienen cuando se levanta del suclo
el talon de modo que el pie haga en efecto contacto con el
suelo en un solo punto, mostrado como P en la figura.
Calcule las fuerzas que deben ejercerse sobre el pie por el
misculo de la pantorrilla y por los huesos de la pierna
cuando una persona de 65 kg se para de puntillas sobre un
pie. Compare estas fuerzas con el peso de la persona.
Suponga quea=5.0cmy b =15cm.



